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带有 ERSFD的航空弧齿锥齿轮动态特性
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摘　　　  要：    将弹性环式挤压油膜阻尼器（ERSFD）引入弧齿锥齿轮传动（SBGD）系统中以改善其动态特性。

基于广义雷诺方程建立内外油膜控制方程，并通过半解析方法得到弹性环的变形，获得 ERSFD油膜力后基

于径向基（RBF）神经网络建立其近似模型，建立带有 ERSFD支撑的 8自由度 SBGD系统双向流固耦合动力学

模型，借助分时迭代方法获得系统稳态响应。结果表明：内油膜压力沿圆周分段式分布，且沿偏移线为非对

称分布；ERSFD的存在有效削弱了油膜力与偏心率之间的非线性关系；弹性环凸台厚度的增加，使系统振动

响应的幅值整体下降，并抑制了 5 200～8 200 r/min转速范围内系统的混沌行为，有效改善了 SBGD系统动态

特性。
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Dynamic characteristic of aviation spiral bevel gear with ERSFD
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Abstract:   Elastic ring squeeze film damper (ERSFD) was introduced into the spiral bevel gear drive
(SBGD) to improve its dynamic characteristics. Based on the generalized Reynolds equation，the internal
and external oil film control equations were established. The deformation of the elastic ring was obtained
by  semi-analytical  method.  After  obtaining  the  ERSFD  oil  film  force， an  approximate  model  was
established  based  on  the  radial  basis  function  （RBF）   neural  network.  A  bidirectional  fluid-structure
interaction dynamic model of an 8 degree of freedom spiral bevel gear transmission system with ERSFD
support  was  established.  The  steady-state  response  of  the  system  was  obtained  by  the  block  interation
method.  The  results  showed  that  the  inner  oil  film  pressure  was  distributed  in  segments  along  the
circumference  and  asymmetrically  distributed  along  the  offset  line.  The  existence  of  ERSFD effectively
weakened the  nonlinear  relationship  between oil  film force  and eccentricity.  The increasing thickness  of
the elastic ring boss reduced the amplitude of the vibration response of the system，suppressed the chaotic
behavior  of  the  system  within  the  speed  range  of  5 200−8 200  r/min， and  effectively  improved  the
dynamic characteristics of the spiral bevel gear transmission system.

Keywords:   elastic ring squeeze film damper；spiral bevel gear；Reynolds equation；nonlinearity；
fluid-structure interaction；chaotic motion

弧齿锥齿轮因其高承载能力，传动平稳和低

噪声等优点而广泛应用于航空航天领域，作为传

动系统的重要组成部分。随着现代航空发动机转

速及功率密度的不断提高，运行过程中系统的振

动噪声问题日益显著。因此，弧齿锥齿轮传动

（SBGD）的减振与动态特性研究便成为一项重要
 

收稿日期：2022-04-23

作者简介：任鸿飞（1998−），男，博士生，主要从事齿轮系统动力学、发动机故障诊断和健康监控等方面的研究。
 

引用格式：任鸿飞, 王三民, 邹浩然, 等. 带有 ERSFD的航空弧齿锥齿轮动态特性[J]. 航空动力学报, 2024, 39（2）：20220240. REN Hongfei,

WANG Sanmin,  ZOU Haoran,  et  al.  Dynamic characteristic  of  aviation spiral  bevel  gear  with ERSFD[J].  Journal  of  Aerospace Power,

2024, 39（2）：20220240.

第 39 卷  第 2 期 航空动力学报 Vol. 39　No. 2
2024 年 2 月 Journal of Aerospace Power Feb. 2024

20220240-1



课题。

挤压油膜阻尼器（squeeze film damper，SFD）

是常用于高速旋转机械中，为转子系统提供额外

的外部阻尼以抑制转子通过临界转速时的振动和

传递的力，提高转子的动态稳定性 [1-3]。尽管 SFD
具有固有的稳定特性，但带有 SFD的系统是强非

线性的，这意味着在某些运行条件下油膜引起的

非线性力会导致不希望的非同步振动，这种非同

步振动和其他非线性行为会限制 SFD的减振效

果[4]。

通过在油腔中放置一个带有内外凸台的弹性

环，便可创建一个弹性环式挤压油膜阻尼器（ER-
SFD）。ERSFD不仅保留了 SFD的诸多优点，且

在抑制油膜非线性方面有着更好的表现。国内周

明等[5-6] 首次基于极坐标形式的广义 Reynolds方
程提出内外油膜控制方程，并通过逐次超松弛迭

代技术求解有限差分形式的油膜压力控制方程，

来阐述了 ERSFD的减振机理以及抑制 SFD非线

性的原因。

由于有限元法（finite element method，FEM）在

分析模型的变形中具有可以设置各种复杂边界条

件及封严装置等优势，部分学者将 FEM应用于

ERSFD的研究中。洪杰等 [7] 利用 FEM对 ERSFD
的动力特性进行分析，为 ERSFD结构优化提供依

据。Xu等[8] 同样基于 FEM研究了孔口位置分布

对 ERSFD的影响，以调节其阻尼系数。Zhang和

Ding[9] 利用 FEM揭示了弹性环在内外油膜压力

下的复杂变形状态，并提出了一种观察凸台接触

状态的数值方法。Han等 [10-11] 基于 Kirchhoff假
设的 FEM计算 ERSFD控制方程中弹性环的变形，

以此建立内外油膜耦合雷诺方程，并求得转子系

统动态响应，揭示了 ERSFD油膜系数的非线性因

素小于传统 SFD。

使用有限元法可以方便地分析弹性环的变形，

但因其计算的时间成本随着网格数量和质量的提

高而显著上升，因此在算力有限的情况下，FEM
不适用于每一时间步都需要计算弹性环变形的

ERSFD-齿轮转子系统。

首先阐述近年来将 SFD应用于齿轮转子系

统的研究成果。Inayat-Hussain等[12-14] 和 Chen等[15]

通过对比分析有无定心弹簧时，设计和运行参数

对 SFD-转子系统响应分岔的影响，为带有定心弹

簧的 SFD的设计提供理论依据。Groves等 [16] 使

用 Chebyshev多项式拟合来识别不可压缩雷诺方

程的有限差分解，降低了求解雷诺方程数值解的

计算成本。Zhou等 [17] 通过分析带有浮动环挤压

油膜阻尼器支撑的转子系统动力学行为，证明了

FSFD可有效防止系统双稳态响应。Chen等 [18]

等结合多次谐波平衡法和四阶 Runge-Kutta法对

两种不同激励频率下的 SFD-柔性转子系统的非

线性特性进行检测。Zhang等 [19-20] 基于单元映射

法获得 SFD中定心弹簧设计参数的 Pareto解集，

为鼠笼式定心弹簧的合理设计提供重要参考价值。

刘准等[21] 针对常见的 SFD支撑的转子系统建立

了一种相似建模方法，以 SFD油膜控制方程为基

础建立 SFD内部参数和转子系统相似参数之间

的数学关系，并通过仿真计算验证了该相似设计

的合理性。

下面对 ERSFD应用于齿轮转子系统的重要

研究成果进行阐述。王震林等[22-23] 基于厚板单元

建立弹性环有限元模型，并采用分时计算方法求

解弹性环-油膜流固耦合方程来获得瞬时油膜压

力，进而对 ERSFD动力学特性系数进行识别。

Chen等 [24-25] 提出了一种基于中差分法和 QR技

术来模拟计算 ERSFD和有限长度挤压油膜阻尼

器（finite length squeeze film damper，FLSFD）非线

性油膜力的方法，计算成本的大幅降低使得将变

化的油膜力引入 SBGD运动微分方程进行数值模

拟成为了可能，同时验证了ERSFD相比无 SFD和传

统 SFD来说，可有效改善系统动态特性。周海伦

等[26] 通过建立 ERSFD双向流固耦合模型，充分

考虑了油膜和弹性环间复杂的相互耦合作用，通

过数值模拟说明油膜间隙及弹性环弹性模量对

ERSFD动力学特性的影响，为 ERSFD的设计提供

一定参考。Han等[27] 提出了一种计算油膜力的半解析

方法，极大提高了求解带有 ERSFD的转子系统动

力学方程的计算效率。

现存的文献中，大部分 ERSFD的数学模型都

是基于圆形轨道的假设，实际齿轮传动系统中由

于齿轮副间啮合力的存在，轴颈沿非圆轨道进行

运动，因此大部分 ERSFD数学模型并不适用于

ERSFD支撑的齿轮传动系统。虽然 ERSFD在减

振和抑制油膜力非线性方面具有卓越的性能，但

鲜有关于将 ERSFD应用于齿轮传动系统这样的

报道，特别是对于弧齿锥齿轮这样的复杂传动

系统。

本文以改善 SBGD系统动态性能为出发点，

将 ERSFD应用于 SBGD，通过中差分法求解内外
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油膜控制方程，建立油膜力近似模型，利用 Runge-
Kutta法求得 SBGD系统的动态响应，着重研究了

弹性环凸台厚度对 SBGD系统分岔响应的影响。

 1    ERSFD数学模型

ERSFD建模过程中，基于如下假设[9,13,28]：

1） 不可压缩流体；

2） 牛顿流体；

3） 层流流动；

4） 连续的流体介质；

5） 忽略流体惯性力；

6） 忽略流体体积力。

基于以上假设及文献 [29]，流体动力润滑的

控制方程可以表示为

∂

∂x

(
ρh3

12µ
· ∂p
∂x

)
+
∂

∂z

(
ρh3

12µ
· ∂p
∂z

)
= h

[
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∂x
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]
− ∂
∂x

[
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2

]
−

∂

∂z
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]
+h
∂ρ

∂t
+ρ
∂h
∂t （1）

µ

ρ

uh vh wh

p2 u0 v0 w0

p1

∂h/ ∂t = vh− v0

式中 x、y和 z分别表示切向、径向和轴向坐标；

为流体黏度；p为油膜压力；h为油膜厚度， 为流

体密度。如图 1所示， 、 和 分别是上壁上点

沿 x、y和 z方向的速度分量， 、 和 是下壁

上点 沿 x、y和 z方向的速度分量。时间导数

项 ，即两表面间沿 y轴方向的相对

速度。
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图 1    流体动力润滑示意图

Fig. 1    Schematic diagram of hydrodynamic lubrication
 

µ ρ

假设油膜是等黏度不可压缩流体且流体黏度

和密度 恒定。则将式（1）简化为适用于 ERSFD
内外油膜的控制方程[29]

∂

∂x

(
h3 ∂p
∂x

)
+
∂

∂z

(
h3 ∂p
∂z

)
= 6µ（u0−uh）

∂h
∂x
+

6µ（w0−wh）
∂h
∂z
+12µ（vh− v0） （2）

将式（2）写为极坐标形式[5-6]

∂

R2 ∂θ

(
h3 ∂p
∂θ

)
+
∂

∂z

(
h3 ∂p
∂z

)
=

6µ
R
（u0−uh）

∂h
∂θ
+

6µ
R
（w0−wh）

∂h
∂z
+12µ（vh− v0） （3）

式中 R为下壁的半径。

 1.1   油膜压力控制方程

如图 2（a）所示，ERSFD主要由轴承座、弹性

环、滚动轴承、齿轮轴和油膜这 5个部件组成。

滚动轴承内圈与齿轮轴之间过盈配合，使内圈与

齿轮轴一同绕轴线旋转；弹性环内、外凸台分别

与滚动轴承外圈（作为轴颈）、轴承座内圈保持接

触，构成两组接触对；弹性环内凸台和滚动轴承

外圈间没有相对运动，且只能沿 x、y轴平动，不

能绕 z轴转动。当轴颈发生平动，弹性环内凸台

与轴承外圈接触并产生变形，以此调整内外油膜

厚度来改变油膜力。但弹性环外凸台与轴承座间

的接触状态变化不大，对外油膜的压力影响较小，

故可将外凸台处的接触视为刚性连接。

ERSFD横截面示意图如图 2（b），式中壁 1、
壁 2、壁 3和壁 4分别代表轴颈外径、弹性环内径、

弹性环外径及轴承座内径所在柱面。此外，壁 1
和壁 2构成 ERSFD的内油膜，壁 3和壁 4构成

ERSFD的外油膜。弹性环上的内外凸台将内外

两层油膜划分为若干个独立的子区间（若干个独

立的油腔），内外油腔之间通过弹性环上的油孔

相互连接。
  

(a) ERSFD结构示意图

(b) ERSFD横截面示意图
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(a) ERSFD结构示意图

(b) ERSFD横截面示意图
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图 2    ERSFD模型示意图

Fig. 2    Schematic diagram of ERSFD model
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ẋ ẏ

θ

根据 ERSFD的控制方程（式（3）），计算油膜

压力的先决条件为油膜上下表面的速度，如图 3
所示。其中 为轴颈姿态角； 和 分别为轴颈沿

x和 y轴的速度分量，因轴颈只能沿 x和 y轴平动，

壁 1沿 x和 y轴的速度分量同样为 和 。因此在

任意角位置 下，壁 1和壁 2沿切向、径向及轴向

的速度分量如下

u0 = −ẋsin θ+ ẏcos θ

v0 = ẋsin θ+ ẏcos θ

w0 = 0

vh =
∂r
∂t

uh = wh = 0

（4）

∂r
/
∂t式中 r代表弹性环的径向变形；t为时间； 为

弹性环沿径向的变形速度。将式（4）带入式（3）得
到内油膜的控制方程

∂

R2
1 ∂θ

(
h3

1
∂p
∂θ

)
+
∂

∂z

(
h3

1
∂p
∂z

)
=

6µ
R1
·

（−ẋsin θ+ẏcos θ）
∂h1

∂θ
+12µ

(
∂r
∂t
− ẋsin θ− ẏcos θ

)
（5）

h1

θ

式中 表示轴颈姿态变化和弹性环变形产生的内

油膜厚度，且在任意角位置 下

h1 ≈ R2−R1+ ecos[π−（β− θ）]+ r =

c1{1+εcos[π−（β− θ）]}+ r （6）

R1 R2 c1 = R2−R1

ε = e/c1

式中 和 为壁 1和壁 2的半径； 为内

油膜径向间隙；e为偏心距； 为偏心率。

θ

同理对于外油膜，由于轴承座固定，弹性环仅

沿径向存在变形速度，故任意角位置 下，壁 3和

壁 4沿切向、径向及轴向的速度分量如下：

u0 = 0

v0 =
∂r
∂t

w0 = 0
uh = vh = wh = 0

（7）

将式（7）带入式（3）得到外油膜的控制方程

∂

R2
3 ∂θ

(
h3

2
∂p
∂θ

)
+
∂

∂z

(
h3

2
∂p
∂z

)
= −12µ

∂r
∂t

（8）

h2

θ

式中 表示轴颈姿态变化和弹性环变形产生的外

油膜厚度，且在任意角位置 下

h2 ≈ R4−R3− r = c2− r （9）

R3 R4 c2 = R4−R3式中 和 为壁 3和壁 4的半径； 为外

油膜径向间隙。

 1.2   弹性环变形计算

弹性环的受力如图 4所示，其直接受到系统

激励（轴承外圈施加在内凸台上的力）、支反力与

内外油膜力。
 
 

外油膜力 内油膜
外油膜

支反力 系统激励

内油膜力

图 4    弹性环受力示意图

Fig. 4    Schematic diagram of the force of the elastic ring
 

弹性环的凸台可视为刚体，其刚度远大于其

余部分。内凸台位移可表示为
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图 3    内油膜上下表面速度示意图

Fig. 3    Schematic diagram of the velocity of the upper and

lower surfaces of the inner oil film
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δi =max {0,ecos ϕi} （10）

δi ϕi式中 为第 i个凸台的位移； 表示第 i个凸台与

偏移线间的夹角。

R

R′
假设弹性环在弹性变形后仍为圆弧段， 和

分别为变形前后弹性环的外表面半径，且

R′ = R+δi−b （11）

（Rsin γ,Rcos γ） （0,

R+δi）

圆弧段经过两个固定点 和

，则弹性环段变形前后的中心距为

b =
2Rδi+δ

2
i

2（R+δi−Rcos γ）
（12）

由余弦定理得

H0 = bcos α+
√

R′2−（bsin α）2
（13）

α任意角度 下弹性环的变形如下

r（α）= H0−R =

bcos α+
√

R′2−（bsin α）2−R （14）

可通过前向差分方法计算弹性环的变形速度

∂r
∂t
=

r（βt+∆t, θ）− r（βt, θ）

∆t
（15）

β轴颈姿态角 为轴径平动位移的函数

β =



arctan（y/x） x > 0,y ⩾ 0

π/2+ |arctan（y/x）| x ⩽ 0,y > 0

π+ |arctan（y/x）| x < 0,y ⩽ 0

3π/2+ |arctan（y/x）| x ⩾ 0,y < 0

（16）

 1.3   油膜压力数值求解过程

∂r
/
∂t

θ

注意到内外油膜的控制方程中均包含有弹性

环径向的变形 r及变形速度 ，因此油膜压力

既是位置坐标 、z的函数，也是时间 t的函数，需

求解油膜压力的瞬态控制方程。

Z = z/L X = x/c Y = y/c H =

h/c P = p/p0 p0 = 2µR/c r̄ = r/c

引入无量纲参数 ， ， ，

， ， 及 ，其中L为ERSFD
的宽度，c为油膜间隙，将无量纲参数带入式（5）
与式（8），得到量纲归一化的内油膜控制方程：

∂

∂θ

(
H3

1
∂P
∂θ

)
+

(R1

L

)2 ∂

∂Z

(
H3

1
∂P
∂Z

)
= 3（−Ẋ sin θ+ Ẏ cos θ）

∂H1

∂θ
+

6
R1

c1

(
∂r̄
∂t
− Ẋ cos θ− Ẏ sin θ

)
（17）

与量纲归一化的外油膜控制方程

∂

∂θ

(
H3

2
∂P
∂θ

)
+

(R3

L

)2 ∂

∂Z

(
H3

2
∂P
∂Z

)
= −6

R3

c2
· ∂r̄
∂t
（18）

θ

θ-z
θ

采用中心有限差分法对控制方程进行离散处

理[9]，考虑到弹性环内外凸台将连续的油膜划分

为若干个独立的油膜腔，每个油膜腔构成一个独

立的流体计算域。将每个计算域沿圆周（ ）方向

m等分，沿轴向（z）n等分，展开为 平面，如图 5

所示，z方向上 n+1个节点， 方向上 m+1个节点，

总计（n+1）×（m+1）个节点。

将 ERSFD控制方程改写为二维 2阶偏微分

方程的标准形式并根据中心有限差分原理在各节

点上进行离散，得

Di, j（Pi, j）l−Ai, j（Pi, j+1）l−Bi, j（Pi, j−1）l−
Ci, j（Pi+1, j）l−Ci, j（Pi−1, j）l = −（Fi, j）l （19）

式中

Ai, j =
H3

i, j+1/2

（∆θ）
2 , Bi, j =

H3
i, j−1/2

（∆θ）
2 ,

Ci, j =

( R
L∆Z

)2

H3
i+1/2, j =

( R
L∆Z

)2

H3
i−1/2, j,

Di, j = Ai, j+Bi, j+2Ci, j,

（Fi, j）1 = 3（−Ẋ sin θ+ Ẏ cos θ）Mi, j+

6
R1

c1
（Ki, j− Ẋ cos θ− Ẏ sin θ）,

Ki, j =
r̄i, j[ βt+∆t, θ,e（t+∆t）]− r̄i, j[ βt, θ,e（t）]

∆t

Mi, j =
Hi, j+1/2−Hi, j−1/2

∆θ
, （Fi, j）2 = 6

R3

c2
Ki, j

Ai, j Bi, j Ci, j Di. j Ki, j Mi, j其中 、 、 、 、 和 是与油膜厚度

 

m

(n + 1)　1

1　0

z

θ2θ1

m+1

边界节点

计算节点

图 5    流体计算域示意图

Fig. 5    Schematic diagram of the fluid computational domain
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（Fi, j）1 （Fi, j）2

（Pi, j）1 （Pi, j）2

（i, j）

和其他结构参数有关的系数，均已知且随节点位

置而变化，可认为是节点系数； 和 分

别为内外油膜系数； 和 分别为节点

处的内外油膜压力。

考虑到阻尼器没有轴向端封并假设流体沿周

向方向在凸台位置处没有泄漏[23]，且边缘位置的

油膜压力是恒定的，通常等于外部大气压。因此

边界位置的油膜压力（相对于大气压）为

P |z=0 = P |z=1 = 0

P
∣∣∣θ=θ1 = P

∣∣∣θ=θ2 = 0
（20）

对于 ERSFD的瞬态控制方程，需计算每个时

间步对应的油膜力，采用矩阵代数技术（QR算法）

相较于逐次超松弛方法（SOR算法）来求解油膜

控制方程，将大大降低计算的时间成本[25]。

 1.4   非线性油膜力

Fx Fy

求解控制方程得到油膜压力后，通过二次数

值积分（辛普森法则）可得到沿 x轴和 y轴的油膜

力 和 。

非线性油膜力可表示为[30] Fr

Ft

 = −w θ2
θ1

w L
2

− L
2

p（θ,z）dz
 cos θ

sin θ

Rdθ（21）

Fr Ft式中 为径向油膜力； 为切向油膜力。

则沿 x轴和 y轴的油膜力为

Fx = −Fr cos β+Ft sin β

Fy = −Fr sin β−Ft cos β
（22）

 1.5   油膜力近似模型

β ε

Fx Fy

虽然通过数值方法可精确地获得油膜力，但

考虑到求解后文的流固耦合模型时，需要获得每

一时间步下的油膜力，若想对系统的分叉响应进

行分析，必须准确且快速地求得当前时间步下的

油膜力。因此建立以轴颈姿态角 和偏心率 为

输入，油膜分力 和 为输出的 3层径向基（RBF）
神经网络近似模型，计算方程如下

F j =

h∑
i=1

ωi j exp
(
− 1

2σ2
∥xn−µi∥2

)
（23）

∥xn−µi∥ xn =（β
n, εn）

T

n = 1, · · · ,N ωi j

i = 1, · · · , l
F j（ j = x,y）

µi σ

µi σ

式中 为欧式范数； 为第 n个

输入样本； ，N为样本总数； 为隐含

层与输出层之间的连接权值； ，l为隐含

层节点数； 为与输入样本对应的第 j
个输出节点的实际输出； 为隐含层节点中心；

为基函数的方差。其中 和 的计算参考文献

[31]，并通过前述内容获取样本数据。

使用输入层 2节点，隐含层 50节点，输出层

2节点的 3层RBF神经网络，按照比例 98∶1∶1对

10 000个样本进行随机抽样，分别获得训练集、

验证集与测试集。得到如图 6所示回归结果曲线。

同时给出分别通过数值求解与 RBF网络回

归得到油膜力的计算时间成本，如表 1所示。
 
 

期望输出

预测输出

0 20 40 60 80 100
测试样本数

2000

F x
/N

1500

1000

500

0

−500

−1000

−1500

−2000

图 6    RBF神经网络拟合效果图

Fig. 6    RBF neural network fitting effect diagram
 
 

表 1    计算时间成本

Table 1    Calculate time cost

方法 耗时/s

数值求解 2.280

RBF网络回归 0.007 64
 

从图 6和表 1可以看到，所建立的油膜力 RBF

近似模型，具备准确且高效的优势，为后续分析

系统响应奠定基础。

 2    弧齿锥齿轮副动力学模型

 2.1   SBGD动力学方程

图 7为带有 ERSFD的 SBGD系统 8自由度

动力学模型示意图。本文主要研究 ERSFD对
 

xg

xp

θg

Tg θp

Tpyg

yp

zg

zp

ξgx

ξgx

ξgx

kgx

Fgx

Fpx

mgIg

mpIp

2bc

Fgy

Fgy

kgx

ξpx

ξpx

kpx

kpyξpy

kpx

kh(t)

ξh

en (t)

kgx

图 7    SBGD系统动力学模型

Fig. 7    Dynamic model of SBGD system
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SBGD动态特性的影响，因此对 SBGD动力学模

型进行相应的简化处理。在该模型中，视主从

动齿轮为刚性锥盘，以两锥齿轮的轴线在理论

位置时的交点为全局坐标系原点，两齿轮各自

齿宽中点处为各自局部坐标系原点。

Flx Fly l = p,g

kh（t）

ξh

δe en（t）

图中 、 （ ）分别表示作用在主动

轮和从动轮上沿 x轴、y轴方向上的油膜力；齿

轮间的啮合由一对沿作用线方向的刚度（ ）

和阻尼（ ）元件模拟，侧隙非线性和动态传动

误差 （也称为空载静态）也包括在内； 为

通过LTCA（load tooth contact analysis）获得的SBGD

Tp Tg

ki j ξi j i = p,g j = x,y,z

2bc

ml Il l = p,g

静态传动误差； 、 分别为输入与负载力矩；

、 （ ； ）分别为主动轮与从动轮

的等效支撑刚度和支撑阻尼； 为齿侧间隙；

、 （ ）分别为主动轮与从动轮的集中质

量和转动惯量。

引入广义坐标（两齿轮中心沿 3个坐标方向

的移动及轮体绕各自轴线的转动）

{q} = {
xp,yp,zp, θp, xg,yg,zg, θg

}
（24）

根据达朗贝尔原理和集中质量法[32] 建立该

模型的 8自由度动力学方程

mp ẍp+ ξpx ẋp+ kpx xp = Fpx−npxFn+mpepω
2
p cos（ωpt）

mpÿp+ ξpyẏp+ kpyyp = Fpy−npyFn+mpg+mpepω
2
p sin（ωpt）

mpz̈p+ ξpzżp+ kpzzp = −npzFn

mg ẍg+ ξgx ẋg+ kgx xg = Fgx−ngxFn+mgegω
2
g cos（ωgt）

mgÿg+ ξgyẏg+ kgyyg = Fgy−ngyFn−mgg+mgegω
2
g sin（ωgt）

mgz̈g+ ξgzżp+ kgzzg = −ngzFn

Ipθ̈p = Tp−λpFn

Igθ̈g = Tg−λgFn

（25）

λp λg式中 、 分别为主动轮与从动轮的方向旋转半径

λp = np ·
(
jp× rp

)
λg = ng ·

(
jg× rg

)
（26）

nl = [nlx,nly,nlz]T rl

jl

el

l = p,g

ωp ωg

ωg = −ωpNp
/

Ng Np Ng

其中 为齿轮副啮合点处的法矢；

为齿轮副啮合点处的位矢； 表示沿齿轮旋转轴

线的单位矢量； 表示齿轮旋转中心到其质心的

距离，即偏心距，上述中的 分别代表主动轮

与从动轮。 、 分别为主动轮与从动轮的齿频，

且 ； 、 分别为主动轮与从动轮

齿数。

定义沿啮合线（LOA）的动态传动误差（DTE）为

δe =（npx xp+npyyp+npzzp+λpθp）+

（ngx xg+ngyyg+ngzzg+λgθg） （27）

λn

两锥齿轮齿面啮合点间因振动和误差而产生

的沿 LOA方向的相对位移 为

λn = δe− en （28）

en（t）式中 为齿轮副的静态传递误差

en（t）=
Ne∑
i=1

Aei cos（iωet+φei） （29）

ωe = np×Np/60 Aei

φei

其中 为啮合频率； 为误差的第 i
阶谐波幅值； 为第 i阶相位角。

齿轮副沿啮合线方向的法向动载荷为

Fn = kh（t）f（λn）+ ξhλ̇n （30）

kh（t） f（λn）其中 为时变啮合刚度函数； 为间隙

非线性函数

kh（t）= km+

Nk∑
i=1

[
Aki cos（iωet+φki）

]
（31）

f（λn）=


λn−bc λn > bc

0 |λn| ⩽ bc

λn+bc λn < −bc

（32）

采用相对位移法消除刚体位移，得到

λ̈n = npx ẍp+npyÿp+npzz̈p+λpθ̈p+ngx ẍg+ngyÿg+ngzz̈g+λgθ̈g+ ën（t） =

λp
Tp

Ip
+λg

Tg

Ig
−

(
λ2

p

Ip
+
λ2

g

Ig

)
Fn+npx ẍp+npyÿp+npzz̈p+ngx ẍg+ngyÿg+ngzz̈g

（33）
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 2.2   运动方程量纲归一化

对上述动力学方程（式（25））进行量纲归一化处理

Ẍp+2ζpxẊp+ κpxXp+npx

[
κph（t）f（λ）+2ζphλ̇

]
=

Fpx

mpbcω2
n

+ ēpΩ
2
p cos（Ωpτ）

Ÿp+2ζpyẎp+ κpyYp+npy

[
κph（t）f（λ）+2ζphλ̇

]
=

Fpy

mpbcω2
n

+
g

bcω2
n

+ ēpΩ
2
p sin（Ωpτ）

Z̈p+2ζpzŻp+ κpzZp+npz

[
κph（t）f（λ）+2ζphλ̇

]
= 0

Ẍg+2ζgxẊg+ κgxXg+ngx

[
κgh（t）f（λ）+2ζghλ̇

]
=

Fgx

mgbcω2
n

+ ēgΩ
2
g cos（Ωgτ）

Ÿg+2ζgyẎg+ κgyYg+ngy

[
κgh（t）f（λ）+2ζghλ̇

]
=

Fgy

mgbcω2
n

− g
bcω2

n

+ ēgΩ
2
g sin（Ωgτ）

Z̈g+2ζgzŻg+ κgzZg+ngz

[
κgh（t）f（λ）+2ζghλ̇

]
= 0

λ̈ = f −2ζeλ̇− κeλ+ Ẍ− ēn

（34）

Xi = xi/bc Yi = yi/bc Zi = zi/bc ēi = ei/bc λ =

λn/bc ēn = en/bc τ = ωnt ωn =

√
km

me
me =

IpIg

Igλ2
p+ Ipλ2

g

f =
(
λp

Tp

Ip
+λg

Tg

Ig

)/(
bcω

2
n

)
Ẍ = npxẌp+npyŸp+npzZ̈p+

ngxẌg+ngyŸg+ngzZ̈g κi j =
ki j

miω2
n

κih（t）=
kh（t）
miω2

n

κe =

kh（t）
meω2

n

ζi j =
ξi j

2miω2
n

ζih（t）=
ξh

2miω2
n

ζe =
ξh

2meω2
n

f（λ）=
f（λn）

bc
=


λ−1
0
λ+1

λ > 1
|λ| ⩽ 1
λ < −1

i = p,g

j = x,y,z

式中

　　 ； ； ； ；

； ； ； ； ；

；

； ； ；

； ； ； ；

　

　　上述中的 分别代表主动轮与从动轮；

。

 3    数值算例

ERSFD的油膜力与轴颈姿态相关，且与轴颈

姿态角和偏心率呈非线性关系。而轴颈的姿态角

与偏心率由 SBGD的振动所决定，即 ERSFD的油

膜力与 SBGD的振动呈非线性关系。在分析齿轮

系统动力学问题时，采用单向流固耦合分析方法

会忽略流体域（油膜）与固体域（齿轮系统）之间

的交互关系，其分析结果将产生较大的偏差，这

就需要利用双向流固耦合方法来进行分析[26]。故

需建立并求解带有 ERSFD的 SBGD系统双向流

固耦合动力学模型。

 3.1   求解流程

式（17）、式（18）与式（34）分别为 ERSFD的内

外油膜无量纲瞬态控制方程以及 SBGD无量纲动

力学方程，联立求解即可获得任意瞬时的油膜压

力场，弹性环的变形以及轴颈的姿态。其中油膜

力、弹性变形与轴颈姿态之间存在数据交换，即

双向流固耦合。

tn

tn+1

双向流固耦合计算流程如图 8所示，在对方

程求解的同时实现流固耦合的目的。通过分时计

算方法实现数据实时交换。首先给定初始弹性环

变形量和轴颈姿态（均置为零），以获得初始油膜

与齿轮系统的运动状态；在每一个时间步 内分

别通过中心有限差分法求解 ERSFD控制方程获

得油膜力（流体域），由于 SBGD动力学方程的强

非线性，采用 4阶 Runge-Kutta法进行求解获得轴

颈姿态（固体域）；当流体域和固体域两边计算结

果均收敛后，进行数据交换，待耦合收敛后，将流

体域计算得到的油膜力更新为 SBGD的初始条件，

将固体域计算得到的轴颈姿态更新为 ERSFD的

初始条件，进入时间步 继续开始循环，重复上
 

更新变形 更新载荷
初始弹性环变形 初始油膜力

求解ERSFD 求解SBGD

流体域

动力学方程

否 是 数据交换 是 否
收敛收敛 (耦合系统)

控制方程

固体域
下一时间步

当前时间步

图 8    计算流程图

Fig. 8    Calculation flow chart
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述过程，最终获得整个系统的稳态响应。ERSFD
相关参数见表 2，SBGD相关参数见表 3。
  

表 2    ERSFD相关参数

Table 2    ERSFD related parameters

参数 数值

凸台数 8
凸台对应角度/（°） π/4
弹性环长度/mm 20

渗油孔数 8
流体黏度/（Pa·s） 0.018 44

内油膜初始间隙/mm 0.2
外油膜初始间隙/mm 0.2

  

表 3    SBGD相关参数

Table 3    SBGD related parameters

参数
数值及说明

主动轮 从动轮

齿数 47 53
质量/kg 0.8 1.5

转动惯量/（kg·mm2） 1 040 3 120
旋向 左旋 右旋

偏心距/µm 0.5
压力角/（°） 20

中点螺旋角/（°） 20
轴交角/（°） 108
齿宽/mm 30

平均传动误差/mm 0.02
平均啮合刚度/108 （N/m） 3

啮合阻尼/（N·s/m） 1 000
径向支承刚度/108 （N/m） 3
径向支撑阻尼/（N·s/m） 500
轴向支承刚度/108 （N/m） 5
轴向支撑阻尼/（N·s/m） 500

 

 3.2   轴颈姿态的影响

β ε θ

使用凸台总数为 8的弹性环研究轴颈姿态（姿

态角 和偏心率 ）对油膜压力分布的影响， =0°
时为第 1个内凸台，内外凸台沿圆周均匀交替分布。

轴颈处于不同位置时的油膜压力分布如图 9
所示。由图 9（a）～图 9（d）可知，内油膜压力沿圆

周方向是分段分布的，且由于弹性环内凸台附近

油膜厚度非常薄，导致周围油膜压力显著降低。

油膜压力存在峰值，且随着弹性环凸台的位置分

布而变化，并且若内凸台未放置在偏移线上，则

轴颈在该姿态角下将产生较大的油膜压力。同时

可以看到油膜压力沿偏移线为非对称分布。对比

图 9（b）与图 9（e）可以大致判断，相同的姿态角下，

油膜压力将随偏心距的增加而增加。该结论将在

图 10中得以证实。
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图 9    内油膜压力分布示意图

Fig. 9    Schematic diagram of inner oil film

pressure distribution
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Fig. 10    Variation curves of oil film component force and oil

film pressure with eccentricity for β = π/4
 

ε p- ERSFD

Fl- ERSFD（l = x,y）

图 10为 ERFSD与 FLSFD两种情况下的油膜

力与压力随偏心率 的变化曲线。其中

为 ERSFD的油膜压力； 分别

Fl-
FLSFD（l = x,y）

表示 ERFSD下沿着 x轴与 y轴的油膜分力；

分别表示 FLFSD下沿着 x轴与

y轴的油膜分力。从图中可以观察到 ERFSD和

FLFSD下的油膜力和油膜压力均随着偏心率的

增大而增大，但 ERSFD下的油膜力远小于 FLSFD
下的，这是由于弹性环上的内外凸台将连续的油

膜分隔成若干个独立的油腔，削弱了偏心率对油

膜压力的影响。同时可以看到，当轴颈的偏心率

较小时，油膜力随偏心率近似线性增长；当偏心

率大致超过 0.7后，随偏心率的增大，FLSFD下的

油膜力的非线性逐渐增强[33]，而 ERSFD下的油膜

力平稳增长，这是由于弹性环的变形对油膜厚度

的影响使得其油膜力不会像 FLSFD下的那样呈

现指数式增长；当偏心率趋向 1时，FLSFD下的

油膜力将趋于无穷大。更重要的是随着偏心率的

增加，油膜压力增大的同时弹性环形变位移也随

之增大，相当于抵消了偏心率的部分增量，削弱

了偏心率与油膜压力和弹性环变形之间复杂的流

固耦合过程，该结果表明 ERSFD的存在将大大削

弱油膜力与偏心率之间的非线性关系[7]，改善了

油膜力的性能。

 3.3   凸台厚度的影响

x1

通过文章第 1、2节的方法分析凸台厚度对

SBGD系统的非线性振动特性的影响。保持其他

参数数值不变，对比分析 3种凸台厚度下的系统

动态响应。图 11（a）～图 11（c）分别对应驱动扭

矩 Tp=500  N·m时凸台厚度为 0.20、 0.15  mm和

0.25 mm下，SBGD横向振动位 移随主动轮转速

变化的分岔图，分岔图上方分别对应不同转速下

的相平面图与 Poincaré截面，不难发现弧齿锥齿

轮系统随转速的变化表现出丰富的振动特性。从

图 11（a）可以看到系统前 2阶临界转速分别为 2 200

r/min和 4 200 r/min，且 1阶临界转速下的系统响

应为准 1周期运动。在转速范围为 1 000～5 600

r/min下，除了 1阶临界转速外系统响应均为 1周

期运动。当转速达到 5 600 r/min，系统发生分岔

现象并进入准 2周期运动，随着转速增加到 6 300

r/min，准 2周期运动转变为准 1周期运动。在转

速为 7 100 r/min下，系统经拟周期分岔的道路进

入混沌振动，混沌区域的转速范围为 7 100～8 200

r/min，随后系统跳出混沌变为 1周期运动。

另外从图 11中可以看到，不同凸台厚度下

SBGD系统表现出了不同的分岔现象。对比图 11
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（a）和图 11（b），随着凸台厚度的降低，系统响应

进入混沌的区域从 7 100～8 200 r/min变为 5 200～

8 200 r/min，转速范围增加了 1 900 r/min，且在转

速为 5 000 r/min时发生了一次跳升现象，同时可

以看到凸台厚度的降低使得系统整体横向振动位

移幅值增大。对比图 11（a）和图 11（c），凸台厚度

的增加降低了系统发生混沌的可能，当转速范围

处于 7 300～8 200 r/min时，系统响应发生分岔现

象，但整个系统并未进入混沌运动，而是处于拟

周期运动状态，且其余转速下系统均为准 1周期

或 1周期运动。

图 12～图 14分别表示主动轮转速为 2 200、
5 800 r/min和 7 600 r/min下，不同凸台厚度对应

的系统振动响应，图中横坐标 Ω为量纲归一化频

率。从图 12中可以看到，在引起共振的 1阶临界

转速为 2 200 r/min下，凸台厚度为0.20 mm时系

统振动响应的频率成分主要由 0.4倍频、0.8倍频

和 1.2倍频组成，此时系统为准 1周期运动；凸台

厚度为 0.25 mm时系统振动响应的频率成分主要

由 0.4倍频和 0.8倍频组成，系统同样处于准 1周

期运动；凸台厚度为 0.15 mm时系统振动响应由

无限连续的频率分量组成，并从相图与 Poin-
caré截面可知此时系统不稳定；同时从图 12（a）中
可知该转速下，凸台厚度为 0.15、 0.20  mm和

0.25 mm时对应的系统振动响应峰峰值分别为

0.117 4、0.048 0 µm和 0.037 8 µm，说明系统振幅

随凸台厚度的增加而减小。产生该现象的原因主

要为随着凸台厚度的增加油膜的刚度系数迅速降

低，进而使系统响应的幅值整体下降[22]。
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图 11    不同凸台厚度下，主动轮横向振动位移响应随

转速变化分岔图

Fig. 11    Bifurcation diagram of the lateral vibration

displacement response of the pinion with the change

of rotational speed under different boss thicknesses

 
 

(a) 时间历程曲线

(b) 快速傅里叶变换频谱图
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(a) 时间历程曲线
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图 12    主动轮转速为 2 200 r/min下，不同凸台厚度对应的

系统振动响应

Fig. 12    Vibration response of the system corresponding to

different boss thicknesses when the pinion speed

is 2 200 r/min
 

类似地，从图 13中可知转速为 5 800 r/min下，

凸台厚度为 0.20 mm时系统响应主频率成分由

0.5倍频和 1倍频组成，此时系统为准 2周期运动；

凸台厚度为 0.25 mm下系统响应主频率为 1倍频，

意味着系统为周期 1运动；凸台厚度为 0.15 mm时

由相图与 Poincaré截面得知此时系统进入混沌，

因此系统响应由无限连续频率分量组成；该转速

下，凸台厚度为0.15、0.20 mm和0.25 mm时对应的系

统振动响应峰峰值分别为 0.231 3、0.113 2 µm和

0.086 6 µm。

由图 11可知转速为 7 600 r/min下，凸台厚度

为 0.15 mm和 0.20 mm时系统均发生混沌运动，

故两种凸台厚度下系统响应均由无限连续频率分

量组成，如图 14（b）所示；凸台厚度为 0.25 mm时，

系统处于拟周期运动，此时系统响应主要由 0.4
倍频、1倍频和 1.3倍频组成，并包含了边频分量；

该转速下，凸台厚度为 0.15、0.20 mm和 0.25 mm
时对应的系统振动响应峰峰值分别为 0.195 1、
0.087 0 µm和 0.060 3 µm。

综上所述，凸台厚度的增加，可有效改善 5 200～
8 200 r/min转速下系统的动态特性，实现减振的
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图 13    主动轮转速 5 800 r/min下，不同凸台厚度对应的

系统振动响应

Fig. 13    Vibration response of the system corresponding to

different boss thicknesses when the pinion speed

is 5 800 r/min

 

0.10

0.05

0

−0.05

−0.10

1 2 3 4 5 6 7

0.014

0.215 0.216 0.217 0.218

0.012

0.010

0.008

0.006

0.004

0.002

0

h=0.15 mm
h=0.20 mm
h=0.25 mm

h=0.15 mm
h=0.20 mm
h=0.25 mm

(a) 时间历程曲线

(b) 快速傅里叶变换频谱图

t/s

Ω

X
横

向
振

动
位

移
/μ
m

图 14    主动轮转速 7 600 r/min下，不同凸台厚度对应的

系统振动响应

Fig. 14    Vibration response of the system corresponding to

different boss thicknesses when the pinion speed

is 7 600 r/min
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目的，对弹性环的设计具有指导意义。

 4    结　论

本文通过将半解析法得到的弹性环变形引入

油膜控制方程，建立油膜力神经网络近似模型，

并通过分时迭代方法求解带有 ERSFD支撑的 8
自由度 SBGD系统双向流固耦合模型，获得系统

稳态响应，并研究了轴颈姿态对油膜压力分布和

油膜力的影响以及凸台厚度对系统响应的影响。

结果表明：

1） 油膜压力沿圆周方向分段式分布，且内凸

台附近油膜厚度薄导致油膜压力显著降低，同时

油膜压力沿偏移线为非对称分布。

2）  油膜力的非线性程度随轴颈偏心率的增

加而增加。当偏心率小于 0.7时，FLSFD下的油

膜力随偏心率近似线性增长；偏心率大于 0.7后，

FLSFD下的油膜力随偏心率指数式增长；相比

FLSFD，ERSFD下的油膜力随偏心率稳步地近似

线性增长，表明 ERSFD的存在有效削弱了油膜力

的非线性程度。

3）  凸台厚度从 0.20 mm减小为 0.15 mm，系

统发生混沌的区域转速从 7 100～8 200 r/min变

为 5 200～8 200 r/min，转速范围增加了 1 900 r/min；
凸台厚度从 0.20 mm增大为 0.25 mm，系统并未发

生原有的混沌运动，取而代之的是拟周期运动。

凸台厚度的增加，可抑制 5 200～8 200 r/min转速

范围内系统的混沌行为。

4） 主动轮转速为 2 200 r/min下，凸台厚度为

0.15、0.20 mm和 0.25 mm时对应的系统振动响应

峰峰值分别为 0.117 4、0.048 0 µm和 0.037 8 µm；

转速为 5 800 r/min下，系统响应峰峰值分别为

0.231 3、 0.113 2  µm和 0.086 6  µm； 转 速 为 7 600
r/min下，系统响应峰峰值分别为 0.195 1、0.087 0 µm
和 0.060 3 µm。凸台厚度的增加，使系统振动响

应的幅值整体减小，有效改善了 SBGD系统动态

特性。
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