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摘　　　  要：    基于自校准 Kalman滤波方法和多模型估计理论，针对工程实际中未知输入（如突风、故障和未

知系统误差等）对系统状态方程的影响问题，提出了一种多模型自校准 Kalman滤波方法。该方法同时采用

自校准 Kalman滤波和标准 Kalman滤波进行运算，并根据贝叶斯定理自动分配两种方法滤波值的权重，通过

加权融合得到最终的滤波结果。与自校准 Kalman滤波方法相比，多模型自校准 Kalman滤波方法既能有效地

补偿非零未知输入的影响，又明显改善了系统在未知输入为零时的滤波精度，大量数值仿真结果表明该方法

精度提升可达 10%以上，具有更强的适应性和鲁棒性。
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Abstract:   Based  on  the  self-calibration  Kalman  filter  (SKF)  and  the  multiple-model  estimation
(MME)，considering the influence of unknown inputs (such as gusts，faults，unknown system errors，etc.)
on the system state equation in Engineering，the multiple-model self-calibration Kalman filter (MSKF) was
proposed. According to the Bayes’ theorem，this filtering method used the SKF and the standard Kalman
filter (KF) whose weights were assigned automatically to obtain the final filtering result through weight-
average way. Compared with the SKF，the MSKF can not only effectively compensate the effects of non-
zero unknown inputs，but also improve the estimation accuracy when unknown inputs were zero. A large
number of simulation results showed that accuracy can be improved by more than 10%，using the proposed
method. In summary，the MSKF has stronger adaptability and robustness.
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Kalman滤波是一种利用系统状态方程和量

测方程对系统状态进行估计的方法，自 1960年被

提出后已广泛地应用于信号处理、导航、深空探

测和故障诊断等领域[1]。标准的 Kalman滤波方
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法只针对线性系统，在此基础上，研究人员先后

提出了扩展 Kalman滤波[2-3]、无迹 Kalman滤波[4-7]

和粒子 Kalman滤波[8] 等一系列方法，它们将 Kal-
man滤波方法的适用范围扩展到了非线性系统，

并进一步提高了滤波精度。

然而上述滤波方法无论是针对线性系统还是

非线性系统，都要求系统方程是精确的。但在工

程实际中，由于环境因素的影响、模型和参数选

取不当等原因，系统状态方程往往受到未知输入

的干扰，从而使滤波精度下降，甚至导致滤波发

散[9-11]。因此，如何补偿状态方程未知输入的影响

是目前国内外研究的热点与难点。针对此问题，

傅惠民等提出了一种自校准 Kalman滤波方法[12-13]，

该方法在依照原始状态方程进行迭代运算的同时，

对未知输入项进行估计，从而使未知输入的影响

自动得到补偿。

但是由于系统的不确定性，系统状态方程的

未知输入也可能为零。在这种情况下，自校准

Kalman滤波方法由于引入了未知输入估计项，虽

然这一项会随着滤波的进行逐渐收敛至零，但考

虑到收敛过程的波动性、时延和误差的存在，其

滤波精度就不及标准 Kalman滤波方法。因此，在

保持未知输入非零段滤波精度的同时，提升未知

输入为零段的精度是自校准 Kalman滤波方法进

一步完善的方向。

多模型估计理论为这一问题的解决提供了有

效途径[7,14-18]。其基本原理是：由于人为建模不可

能完全精确，则针对一个系统同时建立多个动力

学模型进行描述，所有模型均参与运算并得到多

个一步预测值和一步预测误差方差矩阵，再根据

贝叶斯定理迭代计算出在量测值已知情况下各动

力学模型对应的条件概率，通过加权融合进而得

到最终的状态估计值。

综上所述，多模型自校准 Kalman滤波方法采

用自校准 Kalman滤波与标准 Kalman滤波同时进

行迭代运算，并在每一时刻得到两种方法滤波结

果对应的权重，通过加权融合发挥它们在不同阶

段各自的优势。大量仿真结果表明，无论系统是

否受到未知输入的影响，本文方法都能够确保良

好的滤波结果。

 1    自校准 Kalman滤波

根据文献 [12]，自校准 Kalman滤波方法的计

算过程如下所示：

1） 系统基本方程

Xk =Φk−1Xk−1+ bk−1+Wk−1 （1）

Zk = Hk Xk +Vk （2）

2） 滤波初始化

X̂0 = E（X0） （3）

P0 = E
[
（X0− X̂0）（X0− X̂0）

T]
（4）

E（ ·）式中 表示数学期望。

3） 时间更新

k = 1,2状态一步预测值，当 时

X̂1/0 =Φ0X̂0 （5）

X̂2/1 =Φ1X̂1 （6）

k > 2当 时

X̂k/（k−1）=（I+Φk−1）X̂k−1−Φk−2X̂k−2 （7）

k = 1,2一步预测误差方差矩阵，当 时

P1/0 =Φ0 P0Φ
T
0 +Q0 （8）

P2/1 =Φ1 P1Φ
T
1 +Q1 （9）

k > 2当 时

Pk/（k−1）=（I+Φk−1）Pk−1（I+Φk−1）
T+Φk−2 Pk−2Φ

T
k−2−（I+Φk−1）Sk−1Φ

T
k−2−Φk−2ST

k−1（I+Φk−1）
T−

（I+Φk−1）（I−Kk−1Hk−1）Qk−2−Qk−2（I−Kk−1Hk−1）
T（I+Φk−1）

T+Qk−1+Qk−2

（10）

I式中 为单位矩阵，并且

Sk−1 =（I−Kk−1Hk−1）
[
（I+Φk−2）Pk−2−

Φk−3ST
k−2−Qk−3（I−Kk−2Hk−2）

T
] （11）

S1 = P1 （12）

4） 量测更新

滤波增益矩阵

Kk = Pk/（k−1）HT
k

[
Hk Pk/（k−1）HT

k +Rk

]−1
（13）

状态估计

X̂k = X̂k/（k−1）+Kk

[
Zk −Hk X̂k/（k−1）

]
（14）

状态估计误差方差矩阵
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Pk =（I−Kk Hk）Pk/（k−1）×
（I−Kk Hk）

T+Kk Rk KT
k

（15）

 2    多模型估计理论

根据文献 [7,14]，由多模型估计理论计算先验

估计值的过程如下所示：

N j

Pr（ j|Z0）（ j =1, · · · ,N）
1） 对系统建立 个动力学模型，初始化第 个

模型对应的条件概率为 ， 。

N

j

X̂ j
k/k−1

P j
k/k−1

2） 执行 个 Kalman滤波器，每个滤波器对应

一种动力学模型。第 个滤波器的状态一步预测

值和一步预测误差方差矩阵分别表示为 和

。

k Zk j

Zk

fPDF（ ·）

3） 获得 时刻的量测值 ，在采用第 个模型

的条件下量测值取 的概率密度函数（PDF，记作

）可近似表示为

fPDF（Zk | j）≈
exp（−rT

k T−1
k rk/2）

（2π）q/2|Tk |1/2
（16）

rk=Zk −Hk X̂ j
k/（k−1） Tk=Hk P j

k/（k−1）HT
k +Rk q式中 ， ， 为

量测向量的维度。

Zk

j

4） 根据贝叶斯定理，由式（16）中的条件概率

密度函数可以计算出在量测值取 的条件下系

统采用第 个模型的概率为

Pr（ j|Zk）=
fPDF（Zk | j）Pr（ j|Zk−1）

N∑
i=1

fPDF（Zk |i）Pr（i|Zk−1）

（17）

5） 由于每个模型都更新了对应的概率，则通

过加权融合可以计算得到最终的一步预测值和一

步预测误差方差矩阵

X̂k/（k−1）=

N∑
i=1

Pr（ j |Zk ）X̂ j
k/(k−1) （18）

Pk/（k−1）=

N∑
i=1

Pr（ j |Zk）P j
k/（k−1） （19）

需要特殊说明的是，最终的加权计算所采用

的方式并不唯一，这取决于具体的应用背景。根

据实际情况，既可以使用各模型结果的加权平均，

也可以使用最高条件概率的模型结果作为先验估

计值。

 3    多模型自校准 Kalman滤波

多模型自校准 Kalman滤波方法基于多模型

估计理论，融合了自校准 Kalman滤波与标准 Kal-

man滤波各自的优点，并针对多模型估计理论存

在的问题进行了改进。

首先，由于本文方法只选取两个动力学模型，

且两种模型的滤波精度理论上为互斥关系，因此

在计算状态一步预测值与一步预测误差方差矩阵

时采用最高概率法要优于加权平均法，故多模型

自校准 Kalman滤波方法使用最高条件概率的模

型结果作为系统先验估计值。

N

此外，在多模型估计运算过程中，一些模型会

由于对应的概率逐渐趋近为零而被淘汰，故参与

运算的模型数量 在不断减小，这会降低系统对

复杂环境的适应能力。目前国际上针对这一问题

的解决途径是为系统设置概率下限，当某一模型

的概率值低于此下限时，概率值便保持此下限值

不再改变。这样处理的优点是在不影响估计结果

的同时保持了模型的多样性，但缺点同样明显，

即处于概率下限的模型如果要再次发挥作用，其

概率值需要较长时间的迭代运算才能恢复，这对

Kalman滤波的实时性有很大的影响。

Pr,min Pr,max=

1−Pr,min

Pr,min

为了克服这一缺点，针对本文方法只选取两

个动力学模型且采用最高概率法选取先验估计值，

故只需要定性分析两种模型的概率大小而不需要

精确计算概率值的特点，多模型自校准 Kalman滤

波方法不再使用计算得到的条件概率值进行迭代，

而是设定两个确定的概率初始值 和

。在每一步滤波之前，通过比较上一步概

率结果的大小将其分别赋给两个模型，并以它们

为初始值更新当前时刻的模型概率。由于 并

不是概率下限那样的极小值，因此可以保证概率

恢复的速度，从而使 Kalman滤波的实时性得到

保证。

基于上述理论基础，现给出多模型自校准

Kalman滤波方法的完整计算步骤。

1） 系统基本方程

多模型自校准 Kalman滤波采用自校准 Kal-
man滤波与标准 Kalman滤波两种方法进行运算，

故系统包含两个动力学模型，其基本方程为

X1
k =Φk−1X1

k−1+ bk−1+Wk−1 （20）

X2
k =Φk−1 X2

k−1+Wk−1 （21）

Zk = Hk Xk +Vk （22）

Xk X1
k X2

k

Zk

式中 表示系统的状态向量， 和 分别对应含

未知输入的动力学模型和标准的动力学模型，
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Φk Hk

bk Wk Vk

Qk Rk

表示系统量测向量， 和 分别为状态转移矩阵

和量测矩阵， 表示未知输入， 与 分别为系

统噪声向量和量测噪声向量，其方差矩阵分别为

和 ，并且满足

E（Wk）= 0
Cov（Wk,W j）= E（WkWT

j）= Qkδk, j

E（Vk）= 0
Cov（Vk,V j）= E（VkVT

j）= Rkδk j

Cov（Wk,V j）= E（WkVT
j）= 0

（23）

Cov（ ·） δk, j δ k = j

δk, j = 1 k , j δk, j = 0

式中 为协方差； 为 函数，当 时，

，当 时， 。

2） 滤波初始化

设定状态估计与估计误差方差矩阵的初始

值为

X̂0 = E（X0） （24）

P0 = E
[
（X0− X̂0）

(
X0− X̂0

)T]
（25）

同时，设定两种模型的概率初始值

P（1|Z3）= P（2|Z3）= 0.5 （26）

Pmax Pmin以及用于迭代计算的概率初始值 和 。

3） 时间更新

k = 1,2当 时，状态一步预测值

X̂1/0 =Φ0X̂0 （27）

X̂2/1 =Φ1X̂1 （28）

一步预测误差方差矩阵

P1/0 =Φ0 P0Φ
T
0 +Q0 （29）

P2/1 =Φ1 P1Φ
T
1 +Q1 （30）

k > 2当 时，状态一步预测值

X̂k/(k−1) = X̂J
k/(k−1) （31）

一步预测误差方差矩阵

Pk/(k−1) = PJ
k/(k−1) （32）

式中

J = argmax jP（ j |Zk ） （33）

X̂1
k/(k−1) =（I+Φk−1）X̂1

k−1−Φk−2X̂1
k−2 （34）

X̂2
k/（k−1）=Φk−1 X̂2

k−1 （35）

P1
k/(k−1) = (I+Φk−1) P1

k−1(I+Φk−1)T+Φk−2 P1
k−2Φ

T
k−2− (I+Φk−1)Sk−1Φ

T
k−2−Φk−2ST

k−1(I+Φk−1)T−

(I+Φk−1)
(
I−K1

k−1Hk−1

)
Qk−2−Qk−2

(
I−K1

k−1Hk−1

)T
(I+Φk−1)T+Qk−1+Qk−2 （36）

P2
k/（k−1）=Φk−1 P2

k−1Φ
T
k−1+Qk−1 （37）

argmax
[
f（x）

]
f（x） x其中函数 返回当 最大时 的

值，并且

P（ j|Zk）=
fPDF（Zk | j）P（ j|Zk−1）

N∑
i=1

fPDF（Zk |i）P（i|Zk−1）

（38）

fPDF（Zk | j）≈
exp（−rT

k T−1
k rk/2）

（2π）q/2|Tk |1/2
（39）

Sk−1 =（I−K1
k−1Hk−1）

[
（I+Φk−2）Pk−2−

Φk−3ST
k−2−Qk−3（I−K1

k−2Hk−2）
T] （40）

S1 = P1 （41）

rk=Zk −Hk X̂ j
k/（k−1） （42）

Tk=Hk P j
k/（k−1）HT

k +Rk （43）

4） 迭代变量更新

各模型量测更新

K j
k = P j

k/（k−1）HT
k（Hk P j

k/（k−1）HT
k +Rk）

−1 （44）

X̂ j
k = X̂ j

k/（k−1）+K j
k（Zk −Hk X̂ j

k/（k−1）） （45）

P j
k =（I−K j

k Hk）P j
k/（k−1）×

（I−K j
k Hk）

T+K j
k Rk（K j

k）
T

（46）

各模型条件概率重置

P（J|Zk）=Pmax （47）

P
[
（3− J）|Zk

]
=Pmin （48）

5） 量测更新

滤波增益矩阵

Kk = Pk/（k−1）HT
k（Hk Pk/（k−1）HT

k +Rk）
−1 （49）

状态估计值

X̂k = X̂k/（k−1）+Kk（Zk −Hk X̂k/（k−1）） （50）

航空动力学报 第 39 卷

20220244-4



 4    数值仿真验证

 4.1   一维算例

考虑如下的一维线性系统Xk = 1.02Xk−1+bk−1+wk−1

Zk = 2Xk + vk

Xk Zk wk vk

Qk = 10−4 Rk = 10−2 bk

式中 、 分别表示系统状态值和量测值， 、

分别是满足高斯分布的零均值系统误差与量测误

差，且分别对应方差 、 ， 为状

态方程中的未知输入项，其取值为

bk =



0 1 ⩽ k ⩽ 50

0.05 51 ⩽ k ⩽ 100

0 101 ⩽ k ⩽ 150

−0.05 151 ⩽ k ⩽ 200

X̂0 = 1.1

P0 = 10 Pmax=0.8

Pmin=0.2

分别采用标准 Kalman滤波 、自校准 Kal-
man滤波与本文多模型自校准 Kalman滤波方法

进行对比验证，取滤波初始值 ，估计误差

方差初始值 ，迭代概率初始值 、

。3种方法的滤波效果如图 1所示。
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图 1    状态误差比较

Fig. 1    Comparison of state errors
 

为进一步验证本文方法的有效性，对系统进

行 500次蒙特卡洛仿真模拟，分别求得 KF、SKF
与MSKF方法的方均根误差（root mean square er-
ror, RMSE）如图 2所示。

3种方法对应的方均根误差均值如表 1所示。

由图 1与表 1的计算结果可以看出，相比 KF
和 SKF方法，结合两种方法优点的 MSKF方法可

以更好地跟踪系统状态值的变化，滤波的精度更

高，且具有鲁棒性。

 4.2   多维算例

考虑如下的多维线性系统
Xk =

 0 1.02

1.02 0

Xk−1+ bk−1+Wk−1

Zk =

 2 0

0 2

Xk +Vk

（51）

Xk Zk

Wk Vk

式中 、 分别表示系统状态向量和量测向量，

、 分别是满足高斯分布的零均值系统误差与

量测误差，且分别对应方差阵

Qk =

 10−4 0

0 10−4

 Rk =

 10−2 0

0 10−2


bk为状态方程中的未知输入项，其取值为

bk =



[
0.05 0

]T
1 ⩽ k ⩽ 40[

0 0.05
]T

41 ⩽ k ⩽ 80[
0 0

]T
81 ⩽ k ⩽ 160[

−0.05 −0.05
]T

161 ⩽ k ⩽ 200

分别采用 KF、SKF与 MSKF进行对比验证，

滤波初始值和估计误差方差初始值分别取

X̂0 =
[

1.1 1.1
]T

P0 =

 10 0

0 10


3种方法的滤波效果如图 3所示。

为进一步验证方法的有效性，对系统进行

500次蒙特卡洛仿真模拟，分别求得各维度下 KF、
SKF与MSKF方法的方均根误差如图 4所示。

3种方法对应方均根误差的均值如表 2所示。

由图 3与表 2的计算结果可以看出，在多维

情况下 MSKF方法仍然保持了更高的精度，这进

一步验证了本文方法的有效性。
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图 2    方均根误差比较

Fig. 2    Comparison of RMSEs

 

表 1    方均根误差均值

Table 1    Mean of RMSEs

方法 方均根误差均值

MSKF 0.037 2

SKF 0.041 8

KF 0.116 9
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 5    结　论

本文将多模型估计理论引入系统状态方程受

未知输入干扰的问题中，基于自校准 Kalman滤波

和标准 Kalman滤波，在理论上推导得到了多模型

自校准 Kalman滤波方法。该方法融合了前两种

方法各自的优点，既解决了标准 Kalman滤波在未

知输入非零段滤波发散的问题，也显著提升了自

校准 Kalman滤波在未知输入为零段的滤波精度。

通过大量仿真实验的计算与对比，本文方法具有

很好的适应性与鲁棒性，且计算简捷，便于工程

实际应用。
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表 2    各维度方均根误差均值

Table 2    Mean of RMSEs in two dimensions

方法
方均根误差均值

维度一 维度二

MSKF 0.033 5 0.033 2
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KF 0.091 5 0.092 0
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