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基于参数优化变分模态分解的瞬时模态参数识别
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摘　　　  要：    针对变分模态分解的模态数和二次惩罚因子难以确定的问题，提出了基于正交性指标、能量

比值和变分能量熵的参数优化算法；对于分解得到的单分量信号，发展了基于多项式调频小波变换的瞬时频

率识别方法和基于能量法的瞬时阻尼比识别方法。开展了三自由度时变结构仿真研究和时变钢梁实验研究。

研究结果表明：优化后的变分模态分解法能够精确分离多自由系统的各阶时变分量，具有较强的抗噪性能；

基于多项式调频小波变换的瞬时频率识别方法具有很强的时变频率追踪性能、抗噪声能力强，时变频率识

别精度高，平均误差不超过 1%；能量法能够较准确地识别结构的瞬时阻尼比，识别误差保持在 10%左右，抗

噪优势明显。
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Abstract:   In view of the problem of determining the modal number and quadratic penalty factor of
variational mode decomposition (VMD)，a parameter optimization algorithm based on orthogonality index，
energy ratio and variational energy entropy (VEE) was proposed. For the decomposed single component
signal， the  instantaneous  frequency  identification  method  based  on  polynomial  chirplet  transform (PCT)
and the instantaneous damping ratio identification method based on energy method were developed. The
simulation research of 3-DOF (degree of freedom) time-varying structure and the experimental research of
time-varying  steel  beam  were  carried  out.  The  results  showed  that  the  optimized  VMD  method  can
accurately  separate  the  time-varying  components  of  the  multi-DOF  system  with  strong  anti-noise
performance.  The  instantaneous  frequency  identification  method  based  on  PCT  had  strong  time-varying
frequency  tracking  performance， strong  anti-noise  ability， and  high  accuracy  of  time-varying  frequency
identification， and  the  average  error  was  less  than  1%.  The  energy  method  can  accurately  identify  the
instantaneous damping ratio of the structure with obvious anti-noise advantage，and the identification error
was maintained at about 10%.
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在航空航天、高速铁路、土木工程等众多领

域，工程结构的时变参数识别问题亟待解决，如

火箭导弹发射过程中推进剂减少而引起的质量参

数时变、飞机高速飞行引起气动刚度时变、高速

列车过桥时的系统参数时变及工程机械臂的伸展

运动而引起动力学参数时变等。

对于上述时变问题，由于缺乏完善的数学理

论支撑，对应的变系数微分方程并没有一般性的

求解方法，因此目前时变系统参数识别方法主要

分为两类[1]：一是基于短时时不变假设对结构进

行时域分段，假设短时区间内结构时不变并引入

能描述时频信息的信号处理工具或数学建模手段，

如短时傅里叶变换（STFT） [2-3]、魏格纳-维尔分布

（WVD） [4-5]、小波变换（WT） [6-7] 或时间序列模型 [8]

和子空间模型[9] 等，这类方法有较为完善的理论

依据，识别精度容易保证，但受限于 Heisenberg测

不准原理，导致识别精度和效率难以兼顾。二是

基于伪模态参数概念，将结构响应表示成多分量

时变信号的叠加并进行整体分解，再对得到的单

分量信号作瞬时模态参数识别，这类方法计算效

率高且分量信号具有一定的物理意义，但理论基

础尚不完善。比较典型的就是希尔伯特-黄变换

（HHT） [10-12]，先利用经验模态分解将响应信号分

解成各个本征模函数（intrinsic mode function, IMF），
再对分解出来的 IMF进行希尔伯特变换得到各

阶模态的瞬时频率，该方法主要基于经验分解缺

乏理论基础，且存在模态混叠、端点效应等问题。

2014年，Dragomiretskiy等人提出一种变分模

态分解（VMD）方法[13]，该方法以完全非递归的方

式迭代搜寻变分模型的最优解来确定各分量的频

率中心和带宽，从频域将有限带宽的分量信号进

行分离。VMD方法[14-17] 具有严格的理论基础，不

存在模态混叠的问题，抗噪性强且分解得到的各

分量具有一定的准正交性，但其分解所需的参数：

模态数、二次惩罚因子、噪声容忍度和收敛误差

限需要提前预设。研究发现，当模态数设置偏大

时会出现过分解现象，偏小则欠分解；二次惩罚

因子是通过分量带宽影响分解结果，二次惩罚因

子偏小，相应的带宽就会偏大，分量中包含的噪

声成分越多，反之带宽偏小，会导致信号失真；对

于噪声容忍度和收敛误差限对分解结果的影响较

小，一般选取默认值。

为了获得最佳的模态数和二次惩罚因子，本

文提出了基于正交性指标、能量比值和变分能量

熵（VEE）的参数优化算法，首先通过正交性指标

和能量比值识别过分解产生的拆分分量和噪声分

量，得到最佳模态数，在最佳模态数的基础上计

算不同二次惩罚因子的 VEE值，最小 VEE对应

最佳二次惩罚因子，最佳分解参数将用于 VMD
分解以得到最佳分离的单分量信号。同时，本文

发展了基于多项式调频小波变换（PCT）[18-19] 的时

变频率识别方法，应用 PCT的优越时变频率追踪

特性，追踪并提取时变结构单分量信号的时频脊

线，从而识别时变信号的瞬时频率；并结合以能

量积分表示阻尼比的能量法[20] 识别结构的瞬时

阻尼比。通过一个三自由度时变结构仿真算例和

时变钢梁的实验研究，验证了所提参数优化算法

和识别方法的正确性、抗噪性能和实用性。 

1    基本理论
 

1.1   变分模态分解

VMD能够将一个实值信号分解为指定数量

具有调频-调幅特性和稀疏特性的本征模态函数

（IMF），假设各阶模态都紧凑地围绕在中心频率

周围，并通过对应解调信号的 L2 范数对带宽估计，

得到式（1）所示的约束变分问题。

min
{uk},{ωk}

 K∑
k=1

∥∥∥∥∥∥ ∂t

[(
δ（t）+

j
πt

)
∗uk（t）

]
exp（− jωkt）

∥∥∥∥∥∥2

2


（1）

uk（t） ωk式中 K为模态分解阶次， 为第 k阶模态，

为第 k阶模态对应的中心频率， δ（t）为狄拉克

（Dirac）函数。

引入二次惩罚因子 α和 Lagrange因子 λ（t），
将式（1）转化为无约束变分问题。

L（{uk}, {ωk} ,λ）=

α

K∑
k=1

∥∥∥∥∥∥ ∂t

[(
δ（t）+

j
πt

)
∗uk（t）

]
exp（− jωkt）

∥∥∥∥∥∥2

2

+∥∥∥∥∥∥∥
K∑

k=1

uk（t）− f（t）

∥∥∥∥∥∥∥
2

2

+

⟨
λ（t）, f（t）−

K∑
k=1

uk（t）
⟩
（2）
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f（t）式中 为原信号。

ûk

λ̂

采用乘子交替方向法迭代求解式（2）增广

Lagrange表达式的鞍点，从而获得式（1）的最优解，

得到 K个 IMF分量。第 k阶模态 ，中心频率 ωk

和 Lagrange因子 的更新公式如下：

ûn+1
k （ω）=

f̂（ω）−
∑

i,k
ûi（ω）+ λ̂（ω）/2

1+2α（ω−ωn
k）

2 （3）

ωn+1
k =

w ∞
0
ω
∣∣∣ûk（ω）

∣∣∣2dωw ∞
0

∣∣∣ûk（ω）
∣∣∣2dω （4）

λ̂n+1（ω）= λ̂n（ω）+τ

 f̂（ω）−
∑

k

ûn+1
k

 （5）

迭代的终止条件为

K∑
k=1

||ûn+1
k − ûn

k ||
2
2

||ûn
k ||

2
2

⩽ ε （6）

式中 τ为噪声容忍度；ε为收敛误差限。 

1.1.1    正交性指标

利用变分模态分解得到的单分量信号具有准

正交性的性质，本文提出如下正交性指标：
Io（k）=

n∑
i=1

uk（i）uk+1（i） k = 1,2, · · · ,K −1

Io（K）=
n∑

i=1

uK（i）ures（i）

（7）

ures式中 uk 为 VMD分解得到的第 k阶分量； 为残

余分量；n为离散的采样点数。

正常分解时各分量对应的正交性指标趋近

于 0，而当某阶模态发生拆分时，其对应的正交性

指标会显著增大。 

1.1.2    能量比值法

能量比值法是通过计算各阶 IMF分量的能

量与总能量的比值来识别虚假噪声分量，虚假噪

声分量的能量比值相对于有效分量要小得多，结

果对比明显，对于拆分分量，需将同一阶模态的

拆分分量能量叠加。

各分量能量和总能量的定义为
Ek =

n∑
i=1

u2
k,i

E =
K∑

k=1

Ek

（8）

式中 uk,i 为第 k阶分量的第 i个值。

第 k阶分量的能量与总能量的比值定义为

Er（k）=
Ek

E
（9）

 

1.1.3    变分能量熵

能量熵常用于描述一个系统的能量分布混乱

程度或有序程度，即用以反映系统的稳定状态。

系统越稳定，能量熵越小；系统越紊乱，能量熵越

大。在能量熵的基础上，本文提出变分能量熵，

定义如下：

1） 计算各分量能量和总能量，如式（8）。
2） 计算各阶分量相对于总能量的比值

pk =
Ek

E
k = 1,2, · · · ,K

K∑
k=1

pk = 1
（10）

3） 定义各分量的变分能量熵为

Hv,k = −pk ln pk （11）

4） 计算总的变分能量熵为

Hv =

K∑
k=1

Hv,k （12）

不同二次惩罚因子对应不同的中心频率带宽，

进而引起总变分能量熵变化，当总变分能量熵最

小时，各阶分量得到最佳分离，对应的二次惩罚

因子为最佳值。

根据文中第 1.1.1～1.1.3节方法，本文提出模

态分解阶次 K和二次惩罚因子 α的优化算法，如

图 1。 

 

初始K和α

识
别
拆
分
分
量

识
别
噪
声
分
量

VMD分解

计算正交
性指标

Io<μ1?

计算
能量比值

Er<μ2?

输出
最佳K值

最佳K值
α优化范围

每个α进行
VMD分解

计算变分
能量熵值

筛选最小
VEE

输出
最佳α值

图 1    参数优化算法

Fig. 1    Parameter optimization algorithm
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1.2   时变参数识别分析

基于伪模态的概念，采用离散化的手段将整

个响应过程离散为多个短时区间，认为每个短时

区间内物理系数矩阵是不变的。一个 K自由度

的时变振动微分方程离散到短时区间 [tk,tk+1]内，

可以表示为

M（tk）̈x（t）+C（tk）̇x（t）+K（tk）x（t）= F（t）
（13）

式中 M、C、K、F、x分别为质量矩阵、阻尼矩阵、

刚度矩阵、外力向量和位移向量。

当系统为一般黏性阻尼系统，运用模态坐标

对式（13）进行解耦求解，可以解得的第 p个自由

度加速度脉冲响应信号，表示成各阶模态响应信

号叠加的形式如下：

ẍp（t）=
K∑

k=1

Bpkexp[−ζk（t）ωk（t）t]·

cos
[
ωdk（t）t+φ0k

]
=

K∑
k=1

Apk cos
[
φpk（t）

]
（14）

式中 Bpk 为幅值系数，与解耦后模态微分方程的

解相关；ζk（t）、ωk（t）和 ωdk（t）分别为第 k阶模态的

阻尼比、圆频率和阻尼自然频率；φ0k 为与系统参

数相关的常数。

采用参数优化后的 VMD方法对加速度脉冲

响应信号整体分解，就可以获得精确分离的单阶

模态响应信号。 

1.2.1    希尔伯特变换

对于分解得到的第 k阶模态响应信号 uk（t），
利用希尔伯特变换其构造对应的解析信号

zk（t）= uk（t）+ iH
[
uk（t）

]
=

Ak（t）exp[jφk（t）t] =
Bki exp

[−ζi（t）ωi（t）t
]
exp

{
j
[
ωdi（t）t+ϕ0i

]}（15）
对幅值函数和相位函数求导即可得到响应信

号的瞬时频率和瞬时阻尼比。

ωdi（t）=
dφki（t）

dt

ζi（t）=

√
γ2

ki

1+γ2
ki

γki =
1

ωdi（t）
· d[ln Aki（t）]

dt

（16）

 

1.2.2    多项式调频小波变换

传统的线调频小波变换可以得到较高能量集

中度的时频分布，但当时变频率非线性变化时，

识别结果却不理想。为了更好地追踪频率的时变

特性，本文提出多项式调频小波变换。

Tu（t0,ω,c1, · · · ,cn）=
⟨
z（t）,ht0 ,ω,c1 ,··· ,cn（t）

⟩
=

+∞w
−∞

z（t）w∗（t− t0）·

exp

−j[ω（t− t0）+
n∑

i=1

ci（t− t0）
i+1

i+1

dt

（17）

κ（t）=
n∑

i=1

citi

式中 z（t）为 u（t）的解析信号；上标*表示共轭；w（t）
为高斯窗函数；c1,···,cn 为多项式调频参数；t0 起平

移作用，对应的核函数为 。

多项式调频小波变换本质上是采用多项式逼

近信号真实的时频特征，根据 Weierstrass多项式

逼近定理，闭区间上任意连续函数均可用多项式

级数一致逼近，故多项式调频小波变换适用于分

析任意有限长度的非平稳时变信号。 

1.2.3    能量法

基于响应信号短时前后半周期能量的积分关

系可以得到如下瞬时阻尼比关系式：
ζi（tk）=

√
γi（tk）

2

1+γi（tk）
2

γi（tk）= −
1

ωdi（tk）Tk
· ln Ekd

Eku

（18）

式中 tk 为幅值谱第 k个过零点时刻；Tk 为 tk 相邻

的一个周期；Eku 和 Ekd 分别为前半周期和后半周

期的能量。 

2    仿真研究

为了验证参数优化 VMD方法的准确性及模

态参数识别的有效性和抗噪性，构造了一个三自

由度（degree of freedom，DOF）时变结构模型，如

图 2。初始参数设置如下：m1=3 kg，m2=2 kg，m3=
1  kg， k1=k4=15 000  N/m， k2=k3=20 000  N/m， c1=c4=
0.2 N·s/m，c2=0.3 N·s/m，c3=0.4 N·s/m。

假设质量不随时间变化，设置时变结构的刚

度系数和阻尼系数同时变化，考虑了线性、二次

和周期性变化的组合，以模拟实际结构的响应变
 

F1(t) F2(t) F3(t)

k1(t) k2(t) k3(t) k4(t)

m1(t) m2(t) m3(t)
c1(t) c2(t) c3(t) c4(t)

图 2    三自由度时变结构

Fig. 2    3-DOF time-varying structure
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化形式，具体数值设置见式（19）和式（20），单位分

别为 N/m和 N·s/m。这里设置较大的刚度变化量

是为了获取较宽带宽的结构响应信号，以检验所

提方法对宽频带信号的分解、分析和识别能力。
∆k1 = −1 000t

∆k2 = −500t2+4 000t

∆k3 = 3 000sin（0.4πt）

∆k4 = 0

（19）


∆c1 = 0
∆c2 = 0
∆c3 = −0.2sin（0.25t）

∆c4 = 0.1t

（20）

采样频率设置为 200 Hz，采样时间为 8 s，时
域和频域采样点数均设置为 1 600。在初始时刻

对质量块 m2 施加一个瞬时脉冲激励，选取第二自

由度的加速度响应为分析对象，其响应谱如图 3。
利用 Newmark-β方法来计算结构的瞬时响应，作

为后续参数识别对比的理论值。
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图 3    第二自由度加速度响应谱

Fig. 3    Acceleration response of the second DOF
 

利用本文提出的参数优化算法对得到的加速

度响应进行 VMD预分解以识别最佳模态数 K和

二次惩罚因子 α。K的初始值设为 6，α设为默认

值 2 000；阈值 μ1 和 μ2 分别设置为正交性指标和

能量比值的均值，优化结果见图 4和图 5。
由图 4可以看出 IMF1和 IMF4分量的正交性

指标显著大于其他分量，说明 IMF1和 IMF2、IMF4
和 IMF5分别为同阶模态的拆分，即有两阶拆分

分量。图 5中将同阶模态的拆分分量的能量比值

叠加，橙黄色分别对应 IMF2和 IMF5，可以看出

IMF6的能量比值明显低于其他分量，再结合时域

和频域信息，判定其为噪声分量，所以第二自由

度的加速度响应对应的最佳 K值为 3。
得到最佳模态数 K=3，预设 α的优化范围为

[100, 10 000]，步长设为 5，计算每个 α对应的变分

能量熵值，结果如图 6。当 α=6 925变分能量熵存

在最小值 0.301，即最佳 α值为 6 925。
 
 

100 2000 4000 6000 8000 10000
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变
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图 6    不同 α对应的变分能量熵

Fig. 6    VEE values of different α
 

在参数优化算法得到的最佳参数K=3和α=6 925
的基础上，对加速度响应信号进行 VMD分解，得

到有效分离的三阶 IMF分量，如图 7。
分别利用 HT和 PCT识别各阶 IMF分量的瞬

时频率，识别结果如图 8所示。可以看出，相较

于 HT，PCT对分量信号的瞬时频率识别精度更高、

效果更好，消除了端点效应的影响，即使 IMF3瞬

时频率具有周期性时变特性，PCT依旧能够精确

识别瞬时频率的变化信息。

基于各分量的幅值和瞬时频率信息，发展了

能量法（式（18））识别时变结构的瞬时阻尼比，并

与基于 HT的阻尼比识别方法（式（16））作对比，

识别结果如图 9所示。可以看出，HT识别结果波
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图 4    各分量正交性指标

Fig. 4    Orthogonality indexes of each component
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图 5    各分量能量比值

Fig. 5    Energy ratios of each component
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动及误差较大，尤其在端点处很难准确识别，而

能量法是基于信号半周期的积分，有效地抵消了

幅值扰动的影响，具有更高的识别精度。

为了检验参数优化 VMD算法和瞬时模态参

数识别方法的抗噪性，考虑了响应信号分别混叠

信噪比（SNR）为 100、50、20 dB和 10 dB的高斯

白噪声的识别情况，定义平均误差百分比 MAPE

（mean absolute percentage error，量符号记为 EMAP）

作为检验识别结果精度的指标。

EMAP =
1

npoint

npoint∑
i=1

∣∣∣∣∣γi− γ̃i

γi

∣∣∣∣∣×100% （21）

γi

γ̃i

式中 npoint 为响应信号的总采样点数， 为理论值，

为识别值。

不同信噪比下瞬时频率和瞬时阻尼比的误差

分析结果见图 10和图 11，三个分量的误差从左

往右依次排布。随着噪声强度的提高，PCT的瞬

时频率识别误差均保持在 1%以内，识别结果基

本不受噪声的影响。如图 11，HT的瞬时阻尼比

识别误差较大，均超过了 35%，并随着噪声强度增
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图 7    三阶分量的幅值谱和包络

Fig. 7    Amplitude spectrums and envelopes of three

order components
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图 8    瞬时频率识别结果

Fig. 8    Identification results of instantaneous frequency
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Fig. 9    Identification results of instantaneous damping ratio
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强识别误差明显增大，10 dB下第三阶误差甚至

超过了 100%，而能量法的识别误差均在 10%左

右，只在信噪比为 10 dB时识别误差略微提升，具

有明显的抗噪性能。 

3    实验研究

为了进一步验证所提方法的实用性，本文设

计了一个时变钢梁实验，如图 12。有限元分析结

果作为参数识别结果对比的理论值。钢梁结构件

一端固支一端简支，保持质量滑块固定 ，利用

MTS液压装置对导轨施加 0～80 kN以 1 Hz正弦

变化的轴向拉力，以改变结构的刚度系数，同时

对结构施加锤击激励。测点 2的加速度响应如

图 13所示，可以看出 15 s内施加了两次锤击激励，

选取 8～11 s第一次锤击激励的加速度响应信号

作为瞬时模态参数识别的对象。
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图 13    测点 2的加速度响应谱

Fig. 13    Acceleration response of measuring point 2
 

利用所提 VMD参数优化算法对加速度响应

分析，得到最佳参数 K=2，α=1 490，继而对加速响

应进行 VMD分解。PCT对两阶 IMF分量的瞬时

频率识别结果如图 14，可以看出 PCT识别结果较

准确地追踪了两阶瞬时频率的时变特性，有效验

证了参数优化算法和 PCT瞬时频率识别算法的

准确性和实用性。
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图 14    实验中的瞬时频率识别结果

Fig. 14    Identification results of instantaneous frequency

in experiment
  

4    结　论

本文基于信号整体分解的思想，利用改进

VMD方法对时变脉冲响应信号进行整体分解，再

对单分量信号进行瞬时模态参数识别。

1） 本文提出了基于正交性指标、能量比值和

变分能量熵的参数优化算法，对 VMD分解的关

键参数进行优化，该优化算法能同时识别拆分分

量和噪声分量，具有较强的抗噪性能；变分能量

熵能够准确识别最佳带宽得到最佳二次惩罚因子，

准确度较高。
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图 10    各信噪比下瞬时频率识别误差

Fig. 10    Identification errors of instantaneous frequency

under each SNR
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图 11    各信噪比下瞬时阻尼比识别误差

Fig. 11    Identification errors of instantaneous damping ratio

under each SNR
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图 12    时变结构实验设备

Fig. 12    Time varying structure experimental equipment
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2）  多项式调频小波变换能够获得非平稳信

号的高能量集中度时频分布；基于多项式调频小

波变换的时变频率识别方法能准确追踪并识别瞬

时频率，识别结果精度高、抗噪声能力强。

3）  基于能量积分的能量法能够有效识别结

构的瞬时阻尼比，具有更好的抗噪性能，提高了

整体分解识别方法的精度和实用性。
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