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基于 ease-off的弧齿锥齿轮齿面高阶接触分析方法
陈    鹏，王三民，李    飞

（西北工业大学 机电学院，西安 710072）

摘　　　  要：    为应对弧齿锥齿轮二阶接触分析方法的不足与其高阶接触理论实现的复杂问题，基于 ease-off

拓扑曲面方程与弧齿锥齿轮齿面方程的结合以及传动误差与接触迹线和 ease-off之间的解析关系，提出以传

动比高阶导数和接触迹线短程曲率为高阶接触参数的离散齿面的高阶接触分析方法，并建立基于有限差分

的简便计算方法。结果表明，高阶齿面的传动比高阶导数波动值分别为 0.003 1、0.001 9与 0.001，数值反映齿

面形貌的全局特性；接触线短程曲率波动值分别为 0.000 076 9、0.000 586和 0.000 127，说明沿接触迹线的齿面

接触过程的复杂性。结果不仅验证了离散齿面高阶接触分析方法的正确性与有效性，而且说明该方法降低

了高阶接触参数的计算难度，为齿面全局设计提供了可能。
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High-order contact analysis method of spiral bevel gear tooth surface
based on ease-off

CHEN Peng， WANG Sanmin， LI Fei

（School of Mechanical Engineering，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710072，China）

Abstract:   In  order  to  deal  with  the  shortcomings  of  the  second-order  contact  analysis  method  of
spiral  bevel  gears  and  the  complex  problems  of  its  high-order  contact  theory  realization， based  on  the
combination of ease-off topological surface equation and tooth surface equation of spiral bevel gears and
the analytical relationship between transmission error and contact trace and ease-off，a high-order contact
analysis method for discrete tooth surfaces with high-order contact parameters of high-order derivative of
transmission  ratio  and  short-range  curvature  of  contact  trace  was  proposed， and  a  simple  calculation
method  based  on  finite  difference  was  established.  The  results  showed that  the  fluctuation  values  of  the
high-order  derivative  of  the  transmission  ratio  of  the  high-order  tooth  surface  were 0.003 1，0.001 9 and
0.001，respectively，which reflected the global characteristics of the tooth surface morphology. The short-
range  curvature  fluctuation  values  of  the  contact  line  were  0.000 076 9， 0.000 586  and  0.000 127，
respectively， indicating  the  complexity  of  the  tooth  surface  contact  process  along  the  contact  trace.  The
results not only verified the correctness and effectiveness of the discrete tooth surface high-order contact
analysis method，but also showed that the method reduced the calculation difficulty of high-order contact
parameters，providing the possibility for the global design of tooth surface.
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global contact problems
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弧齿锥齿轮齿面的高阶接触能够扩大齿面的

局部特性，为齿面的全局控制提供了有力的工具，

可有效地提高弧齿锥齿轮副的运转平稳性。然而，

目前的齿面设计方法多以二阶接触为主，如

Gleason公司以“局部共轭法”为基础，在大轮齿面

选取参考点，利用齿面共轭原理计算出小轮齿面

在参考点处的一阶、二阶接触参数 [1]；Litvin等提

出“局部综合法”，以预置二阶接触参数的方式设

计齿面，通过假设规避了超定方程的求解 [2-6]；

Xing等通过切齿啮合、数控加工等数学模型，补

偿数控机床与刀具误差以实现齿面的精确设计[7]；

Shih等定义了 ease-off为齿面法向相对修形量，

提出基于 face-hobbing加工的螺旋锥齿轮和准双

曲面齿轮的 ease-off齿面主动修形设计方法，建

立了 face-hobbing加工通用数学模型 [8-10]；Fan对

ease-off 的展成理论作了分析，并将其应用在弧齿

锥齿轮及准双曲面齿轮齿面接触分析（TCA）中[11]；

魏冰阳提出了 ease-off曲面综合法，构造了大小

轮共轭齿面的 ease-off差曲面，以 ease-off密切曲

面进行了啮合仿真，获得了齿面接触区大小形状、

接触迹线方向、抛物线失配量 [12]；唐进元团队提

出了以 ease-off修正量与几何误差等为目标的齿

面误差补偿修形设计[13-14]；方宗德等提出结合

ease-off与齿面高阶传动误差的齿面修形方法，通

过齿面曲率修正建立齿面高阶传动误差设计方法，

实现齿面的精确设计[15-17]；Fong建立了一个具有

高阶齿面修正运动的双曲面机床数学模型[18]；

Stadtfeld提出了一种简便的高阶齿表面矫正方法[19]；

Fan等提出了一种高阶齿面螺旋锥齿轮齿面误差

修正，以降低噪声[20-21]。以上齿面设计方法，均基

于二阶接触理论。为了解决高阶接触问题，王小

椿通过啮合原理方法，理论分析了齿面的三阶接

触状态，但是没有考虑高阶切触条件，也未形成

考虑三阶接触参数的齿面设计方法，且计算难以

实现[22]；刘鹄然等基于曲面高阶泰勒展开，得到齿

面的高阶切触条件，但是没有考虑高阶接触的相

关参数[23-24]；Zhu等通过分析刀具于设计曲面之

间的关系，得到沿着特征曲线方向的高阶接触条

件[25-26]；武宝林、郑刚等分析了高阶接触参数之间

的关系，对曲面高阶接触理论进行了不同方向的

应用[27-28]。

随着弧齿锥齿轮的应用越来越广泛，对齿面

传动性能的要求越来越高，基于二阶接触分析的

齿面设计方法无法保证优良的全局性能，所以齿

面高阶接触状态的准确分析显得尤为重要。齿面

高阶接触特性，如高阶传动比导数，接触迹线弯

曲程度等，对弧齿锥齿轮副的平稳性有很大的影

响。所以，为填补齿面高阶设计理论的空缺，齿

面高阶接触研究势在必行。

针对上述问题，本文提出基于微分几何[29-30] 与

ease-off原理的离散弧齿锥齿轮齿面高阶接触分

析方法，建立弧齿锥齿轮离散齿面，给出了基于

ease-off的离散齿面的高阶接触参数分析计算方

法，通过并通过有限差分法进行求解计算，降低

计算难度。最后对所提出分析方法进行算例分析，

通过计算初始齿面高阶接触参数来验证方法的可

行性，并且与给出方案的计算结果进行对比来验

证高阶接触分析方法的高效性。 

1    离散齿面高阶接触理论

齿面的二阶几何参数可以表示为接触点处的

主曲率、主方向。对应的二阶接触参数为：大小

轮接触迹线方向、传动比一阶导数以及接触椭圆

长半轴与齿宽之比。但是二阶接触参数对于齿面

接触状态的描述有局限性，为更加详细地描述齿

面接触状态，将齿面三阶接触参数可以表示为接

触点处主曲率的导数。对应的三阶啮合特性为：

大小轮接触迹线的短程曲率，其可以表明接触迹

线的弯曲程度；大轮相对于小轮的传动比高阶导

数，其表示小周期内齿轮运动误差的大小。 

1.1   弧齿锥齿轮离散齿面构建

通过弧齿锥齿轮啮合关系，建立如图 1所示

的齿面共轭啮合模型。图中 S1（O1-x1y1z1）是与小

轮固连的动坐标系，绕轴线 x1 旋转，当前转角为

ϕ1；S2（O2-x2y2z2）是与大轮固连的动坐标系，绕轴
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图 1    弧齿锥齿轮共轭啮合模型

Fig. 1    Conjugate meshing model of spiral bevel gears
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ω1 ω2

线 x2 旋转 ，当前转角为 ϕ2； Sf（Of-xfyfzf）与 Sh（Oh-
xhyhzh）是静止辅助坐标系，在没有旋转时这两个

辅助坐标系与大、小轮坐标系重合。大小轮轴线

x2 与 x1 之间的夹角为 Σ， 和 分别为小轮和大

轮的角速度。

r2 = r2（u2, θ2） n2 = n2（u2, θ2）

u2 θ2 r2 n2

根据弧齿锥齿轮齿面的加工参数与切齿转换

模型，经过一坐标变换得到弧齿锥齿轮大轮齿面

方程 与法矢方程 ，这

里 和 为齿面的曲面参数。将 与 变换到坐

标系 Sh 中，得到：
rh（u2, θ2,ϕ2）= MhfMf2r2（u2, θ2）

nh（u2, θ2,ϕ2）= LhfLf2n2（u2, θ2）

f（u2, θ2,ϕ2）= nh · v（21）
h = 0

（1）

Mhf Mf2

Lhf Lf2 Mhf Mf2

v（12）
h

u2 = u2（θ2,ϕ2）

式中 、 是对应坐标系中的坐标转换矩阵；

、 是删掉 、 最后一列与最后一行得

到的转换矩阵。第三个方程为啮合方程，其中

为大小轮之间的相对速度。求解得到参数

。

rh nh将得到的 和 转换到 S1 坐标系中，可以得

到与小轮共轭的齿面方程： r1c（θ2,ϕ2）= M1hrh（θ2,ϕ2）

n1c（θ2,ϕ2）= L1hnh（θ2,ϕ2）
（2）

M1h L1h M1h

M1h

式中 为 Sh 到 S1 的转换矩阵， 为删除 最

后一列与最后一行得到的转换矩阵。 表达

式为：

M1h =


1 0 0 0
0 cos ϕ1 −sin ϕ1 0
0 sin ϕ1 cos ϕ1 0
0 0 0 1

 （3）

式（2）所得到的齿面方程为与大轮齿面完全

共轭的齿面，是计算齿面修形的基准齿面。但共

轭齿面与小轮齿面处于绝对位置状态，需要对其

角向定位，使得齿面点一一对应，以形成 ease-off
拓扑曲面。

r1 = r1（θ1,ϕ1）

n1 = n1（θ1,ϕ1） θ1 ϕ1

r1 = [x1,y1,z1]T

Σ1 Σ1c

r1c = [x1c,y1c,z1c]T

小轮设计齿面通过刀具到齿面一系列的坐标

转换得到，推导出齿面方程 和单位

法矢 。这里 和 为齿面的曲面

参数。进一步定义小轮设计齿面为 ，

记为 ，与之相对应的共轭齿面记为 ，位矢如

式（2）所示，进一步记为 。

如图 2所示，O1 为节锥顶点，取两齿面的设

计参考点 C的坐标为目标点（节锥中点），通过坐

标转换，使小轮设计齿面和共轭齿面在参考点 C

处重合在一起，可以得到两齿面在参考点 C处相

切触。定位转角的求解方程如下： y（C）
1 cos λ1+ z（C）

1 sin λ1 = 0
y（C）

1c cos λ1c+ z（C）
1c sin λ1c = 0

（4）

λ1 r1 λ1c r1c式中 是 的定位转角； 是 的定位转角。

通过坐标变换，将小轮设计齿面与共轭齿面

以及对应的单位从法矢进行角向定位：
r̃1（θ1,ϕ1）= M1r1（θ1,ϕ1）

ñ1（θ1,ϕ1）= L1n1（θ1,ϕ1）

r̃1c（θ2,ϕ2）= M1cr1c（θ2,ϕ2）

ñ1c（θ2,ϕ2）= L1cn1c（θ2,ϕ2）

（5）

M1 M1c

L1 L1c M1 M1c

M1 M1c

式中 、 为小轮设计齿面与共轭齿面的角向

定位矩阵， 、 为删除 、 最后一列与最

后一行得到的转换矩阵。 、 的表达式为：

Mq =


1 0 0 0
0 cos λq sin λq 0
0 −sin λq cos λq 0
0 0 0 1

（q = 1,1c）（6）

Σ̃1c Σ̃1

结合角向定位结果，如图 2所示，角向定位后

小轮共轭齿面 与小轮设计齿面 之间的 ease-

off误差表示为：

∆δ（θ1,ϕ1）=
[
r̃1（θ1,ϕ1）− r̃1c（θ2,ϕ2）

] ·
ñ1（θ1,ϕ1） （7）

XmOmYm

对式（7）沿着投影齿面齿长 X与齿高 Y方向

进行曲面展开。投影方式如图 3所示。首先，对

小轮设计齿面绕 x1 轴进行旋转投影，得到位于

平面的规划网格，如下式计算： Xm = x1（θ1,ϕ1）

Ym =

√[
y1（θ1,ϕ1）

]2
+

[
z1（θ1,ϕ1）

]2 （8）

 

λ1c

λ1

节锥

O1

Σ1
~

Σ1c

Σ1c

Σ1

~

C

r1
(C)

r1
(C)

r1c

~ 
(C) r1c

(C)~ 

图 2    Ease-off角向定位

Fig. 2    Ease-off angle orientation
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C1 C1c

r̃（C1）
1 r̃（C1c）

1c

∆δ1C

以规划网格为基准，图 3中 、 表示小轮

设计齿面与共轭齿面的规划网格上任意节点，对

应的位矢为 与 ，可以求解得任意节点处

的偏差值 。

XmOmYm

XOY

之后，为建立沿齿长 X与齿高 Y方向的差曲

面方程，将 平面内的规划网格通过齐次矩

阵变换到 坐标系内，其变换方程如下：
X

Y

Z

1


=


cos β sin β 0 −XC

−sin β cos β 0 −YC

0 0 1 0

0 0 0 1




Xm

Ym

Zm

1


（9）

β （XC ,YC）

XmOmYm

Z = Zm = 0

式中 是弧齿锥齿轮的节锥角， 是坐标原

点 O在 平面内的坐标；且转换中网格点

位于平面内，所以式（9）中 。

根据上述坐标变换，在变换后坐标系中建立

沿齿长 X与齿高 Y方向的差齿面方程。不同的齿

面设计方式会使得差齿面的表达式有所不同，本

文基于四阶差齿面进行分析，其曲面方程如下式：

∆δ= a11X2Y2+a12X3Y+a13XY3+a14X4+a15Y4（10）

a11 a14 a15

a12 a13 a14

a15

式中 的修形效果与 、 共同调节效果一致，

、 为高阶齿面挠率误差影响系数， 表示高

阶齿长鼓形误差影响系数， 表示高阶齿高鼓形

误差影响系数。对应的高阶修形拓扑曲面如图 4
所示。

结合通过式（10）计算得到的 ease-off齿面失

配量与对应的规划网格节点（X, Y），形成弧齿锥

齿轮离散失配齿面矩阵：

M =


R11

e R12
e ... R1n

e

R21
e R22

e ... R1n
e

... ... ... ...

Rm1
e Rm2

e ... Rmn
e


（11）

Ri j
e = [Xi j,Yi j,F（Xi j,Yi j）]式中 ，上标和下标 ij表示

离散齿面第 i行第 j列；m、n为沿齿高与齿长方

向的规划网格数目，F为齿面失配误差量。 

1.2   离散齿面高阶接触分析

基于离散齿面进一步分析齿面三阶参数，本

研究所述齿面三阶接触特性包括：大小轮接触迹

线的短程曲率，大轮相对于小轮的传动比高阶导数。

根据式（10），结合传动误差即从动轮实际转

角与理论转角之间的偏差的几何意义，可以得到

齿轮传动误差为：

∆ϕ2 =
N1∆δ

N2
=

N1F（X,Y）
N2

（12）

∆ϕ2 N1 N2

K = N2/N1

式中 表示传动误差， 和 表示小、大轮齿数，

且记 。

ϕ1 ϕ1

F = F
(
X（ϕ1）,Y（ϕ1）

)
结合传动误差随着接触迹线在变化，本文沿

接触迹线计算齿面高阶接触参数，接触迹线随着

小轮转角 的变化而变化，从而 X、Y均为 的函

数，即 ，从而，可以计算得到

齿面高阶接触参数之一的传动比的二阶导数为：

d2（∆ϕ2）

（dϕ1）
2 =

d2ϕ2

（dϕ1）
2 =

1
K
· d2F

（dϕ1）
2 （13）

式中，前两个等式由传动误差的定义推导而来。

∆ϕ2 =（ϕ2−ϕ（0）
2 ）−

1
K
（ϕ1−ϕ（0）

1 ） （14）

ϕ（0）
1 ϕ（0）

2式中 与 是小轮与大轮的初始转角。故求
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图 3    Ease-off模型与坐标投影关系

Fig. 3    Relationship between ease-off model and

coordinate projection
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传动比二阶导数等同于求传动误差二阶导数，计 算如下：

d2（∆ϕ2）

（dϕ1）
2 =

d2ϕ2

（dϕ1）
2 =

1
K
×

 ∂2F

（ ∂X）2

(
dX
dϕ1

)2

+2
∂2F
∂X ∂Y

· dXdY

（dϕ1）
2 +

∂2F

（ ∂Y）2

(
dY
dϕ1

)2

+
∂F
∂X
· d2X

（dϕ1）
2 +
∂F
∂Y
· d2Y

（dϕ1）
2


（15）

π

Γ1

Σ1 n1 Σ1c

π

Γ1c Γ
∗ Γe Γe

Γ1 Γ1 Γ1c Γ
∗

Γe

Σ1 Σ1c

π Γ∗ Γ1 Γ1c Γe

结合三阶接触分析中的短程曲率的几何意义，

建立短程曲率的表达式。在图 5中，设计齿面、

共轭齿面与 ease-off差齿面相切于 C点， 是公切

平面，同时也是规划网格所在平面，曲线 为小

轮设计齿面 上的接触迹线，沿着法向 在 、

以及 ease-off差曲面上进行投影，形成对应的接

触迹线 、 与 。为建立 ease-off曲面上 的

短程曲率与 之间的关系，需建立 、 、 与

之间的关系。根据短程曲率的一个几何意义：

、 以及 ease-off差曲面三者在 C点处相切，

则在公切平面 内的 的曲率与 、 、 在点

C处的短程曲率的绝对值相等。
  

Ease-off拓扑曲面

π

n1

Γ *

C

Γ1c

Γ1

Σ1c
Σ1

Γe

图 5    接触迹线的短程曲率关系

Fig. 5    The short-range curvature relation of contact traces
 

F（C）= F
(
X（ϕ（C）

1 ）,Y（ϕ（C）
1 ）

)
R（C）

e =
[
X（ϕ（C）

1 ）,Y（ϕ（C）
1 ）,

F（C）
]

R（C）
e R̃（C）

e =
[
X（ϕ（C）

1 ）,Y（ϕ（C）
1 ）,0

]

进一步，沿着齿面接触迹线，已知接触点 C
处 失 配 值 为 ， 由 式

（11），记 C点的坐标为

，根据上述曲面与切面之间短程曲率的几何

意 义， 退 化 为 ，

结合接触点 C在接触迹线上的任意性，可以得到

在规划网格内接触迹线方程为：

R̃e = [X（ϕ1）,Y（ϕ1）,0] （16）

则计算接触迹线短程曲率如下：

κg =

 dX
dϕ1 ·

d2Y

（dϕ1）
2 −

dY
dϕ1 ·

d2X

（dϕ1）
2


1
2

( dX
dϕ1

)2

+

(
dY
dϕ1

)2
3
2

（17）

如此，本文求解得出了第二个高阶接触参数。

从而，联合式（13）和式（17），形成离散齿面高阶接

触分析原理。 

2    离散齿面高阶接触参数求解方法

为求解式（13）和式（17），将离散齿面坐标点

序号映射在切平面内形成有限元网格序列，如

图 6所示。离散齿面用以求解传动比二阶导数，

而切平面内有限网格序列用以求解接触迹线短程

曲率。

 
 

M
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.
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i
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...
m

..
.

Re
ij

Re
(i+1)(j+1)

投影接触

迹线

R(i−1)(j−1)

图 6    离散齿面高阶接触参数求解网格

Fig. 6    A mesh for solving high-order contact parameters of

discrete tooth surfaces
 

首先求解传动比高阶导数，由于式（13）中的

F在计算中已知，如式（10）所示，从而式（13）中的

偏微分项数值在离散齿面每点处可以利用数值方

法计算得到，将计算结果记为如下形式：

∂2F
∂X2
= A

∂2F
∂Y2
= B

∂2F
∂X ∂Y

= C̃

∂F
∂X
= D

∂F
∂Y
= E

（18）
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h = 2π /（NN1）

从而原偏微分方程转化为二阶微分方程，

可以通过对离散求解域进行有限差分进行计算，

如图 6所示，将离散点阵 M作为求解域，设置求

解步长，其与齿面离散程度和接触点个数相关，

本文设置步长为 ，其中 N为接触

点个数。 d2ϕ2

（dϕ1）
2


i j

=
1
K
×

Ai j

(
dX
dϕ1

)
i j

2

+2C̃i j

(
dX
dϕ1

· dY
dϕ1

)
i j

+

Bi j

(
dY
dϕ1

)
i j

2

+Di j

 d2X

（dϕ1）
2


i j

+Ei j

 d2Y

（dϕ1）
2


i j


（19）

式中 

(
dX
dϕ1

)
i j

=
Xi+1, j+1−Xi−1, j−1

2h(
dY
dϕ1

)
i j

=
Yi+1, j+1−Yi−1, j−1

2h(
d2X
dϕ2

1

)
i j

=
Xi+1, j+1−2Xi j+Xi−1, j−1

h2(
d2Y
dϕ2

1

)
i j

=
Yi+1, j+1−2Yi j+Yi−1, j−1

h2

（20）



Ai j = 2a11Y2
i j+6a12Xi jYi j+12a14X2

i j

Bi j = 2a11X2
i j+6a13Xi jYi j+12a15Y2

i j

C̃i j = 4a11Xi jYi j+3a13X2
i j+3a13Y2

i j

Di j = 2a11Xi jY2
i j+3a12X2

i jYi j+a13Y3
i j+4a14X3

i j

Ei j = 2a11X2
i jYi j+a12X3

i j+3a13Xi jY2
i j+4a15Y3

i j

（21）

Xi−1, j−1 Yi−1, j−1 R（i−1）（ j−1）
e

Xi j Yi j Xi+1, j+1 Yi+1, j+1 Ri j
e R（i+1）（ j+1）

e

式中 、 为 的横纵坐标，同理

、 和 、 分别为 和 的

横纵坐标。解出式（13），即求解得到传动比二阶

导数。

同理，将式（20）带入到式（17）中，可以求解得

到接触迹线的短程曲率。 

3    离散齿面高阶接触参数求解方法

以某直升机传动中的弧齿锥齿轮工作齿面为

例，进行离散齿面拓扑变换与高阶接触分析，表 1
为齿轮副基本参数，表 2为小轮工作面切齿参数。

图 7为初始齿面的失配形貌、离散齿面接触

分析结果与高阶接触参数的计算结果，其中图 7（a）
为齿面形貌，可以看出初始齿面为二阶齿面，最

大修形量为 11.21 μm；图 7（d）、图 7（e）为齿面沿

着接触迹线的高阶接触参数，图 7（c）为传动误差

曲线，从形状上来看其为二次曲线，但是对比图 7（d）

的传动比（传动误差）二阶导数曲线来看，实际的

齿面传动过程中传动误差并非按照二阶状态来运

行接触，且最大波动为 0.000 9；同时，对比图 7（b）
 

表 1    齿轮副基本参数

Table 1    Basic parameters of gear

参数
数值或说明

小轮 大轮

齿数 34 43

大端模数/mm 2.0

齿宽/mm 15

压力角/（°） 20

螺旋角/（°） 20

轴交角/（°） 108

节锥角/（°） 44.860 8 63.139 2

面锥角/（°） 49.463 7 66.035 5

根锥角/（°） 41.964 5 58.536 2

旋向 右旋 左旋

 

表 2    小轮工作面切齿参数

Table 2    Pinion cutting parameters of working surface

参数 数值

Rc刀尖半径 /mm 44.471 3

q0角向刀位 /rad 1.082 7

S k径向刀位 /mm 51.569 7

Ra滚比 1.439 1

E垂直轮位 /mm −3.283 9

Xp轴向轮位 /mm −0.238 9

Xb床位 /mm 0.159 8

δm安装角 /rad 0.732 4
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接触迹线与图 7（e）接触迹线短程曲率可以看出，

接触迹线并非光滑曲线，短程曲率有波动，最大

波动为 0.000 2。

实际齿面接触时，并非按照初始预设时的接

触状态接触，而是存在着更为复杂的接触状态。

通过上述高阶接触参数分析对比，可以定性与定

量地分析齿面的任意接触状态，也印证离散齿面

高阶接触分析的可行性。

为进一步验证离散齿面高阶接触分析的高效

性，本文给出三组修形参数，见表 3。
 
 

表 3    预置 ease-off修形参数

Table 3    Preset ease-off trim parameters

参数 a11 a12 a13 a14 a15

1 0 0.000 005 0 0.000 001 2 0.000 206 3

2 0 −0.000 005 0 0.000 001 4 0.000 206 3

3 0.000 01 0 0.000 006 0.000 001 4 0.000 206 3
 

图 8给出三组修形参数对应的 ease-off拓扑

齿面，根据齿面形貌特征，可以看出修形后的齿

面为高阶齿面。进一步通过离散齿面高阶接触分

析，得到对应修形齿面的传动误差曲线，验证了

修形齿面为高阶齿面，如图 9～图 12所示。

依据上述的形貌与传动误差分析，结合提出

的离散齿面高阶接触分析方法，计算对应的传动

比高阶导数与接触迹线短程曲率，并与初始齿面

的高阶接触参数进行对比，如图 13～图 15所示。

图 13表示初始齿面与三组修形齿面传动比

高阶导数，可以明显看出初始齿面与三组修形齿

面的区别，三组修形参数的传动比高阶导数的最

大值均为 0，这是由于修形齿面在齿面中点区域

接触充分，数值反映齿面形貌与高阶传动误差曲

线的局部特性；波动值分别为 0.003 1、0.001 9与
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图 7    初始齿面形貌与接触参数

Fig. 7    Initial tooth surface topography and contact parameters
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图 8    三组改进齿面的 ease-off拓扑曲面（单位：μm）

Fig. 8    Three groups modified tooth surface ease-off topological surfaces（unit：μm）
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0.001，大波动集中于齿面边缘部位，结合齿面形

貌，这是由于边缘的大修形引起的传动误差高阶

导数波动，从而相比于初始齿面均有增加，数值

反映齿面形貌的全局特性。

图 14是初始齿面与三组修形齿面接触迹线

对比，相比初始齿面，三组修形齿面的接触迹线

各自偏转角度为 2.40°、5.63°与 23.76°，结合图 15

初始齿面与三组修形齿面接触迹线短程曲率结

果：三组参数的接触线短程曲率波动值分别为

0.000 076 9、0.000 586和 0.000 127，虽然数值较小，

 

(a) 参数1 (b) 参数2 (c) 参数3 

图 9    三组改进齿面的接触迹线

Fig. 9    Three groups modified tooth surface contact traces
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图 10    三组改进齿面的传动误差曲线

Fig. 10    Three groups modified tooth surface transmission error curves
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图 11    三组改进齿面的传动比高阶导数曲线

Fig. 11    Three groups modified tooth surfaces higher order derivative curves of transmission ratio
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图 12    三组改进齿面的接触迹线短程曲率曲线

Fig. 12    Three groups modified tooth surface contact trace short-range curvature curves
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但是能够数值反映出接触迹线并不光滑，直接表

明齿面接触过程的复杂性。
 

4    结　论

基于 ease-off理论，本文提出一种弧齿锥齿轮

齿面的高阶接触分析方法，相比于以往的方法，

在计算弧齿锥齿轮的高阶接触参数上有了较大的

进步，总结如下：

1） 建立了结合 ease-off拓扑曲面方程与离散

齿面的高阶接触参数之间的解析关系。

2）  基于 ease-off与离散齿面，提出的高阶接

触分析方法结合有限差分算法，有效避免了繁杂

且不易实现的高阶接触理论，计算高阶接触问题

方便且准确。

3）  数值算例得到了三组参数的接触线短

程曲率波动值分别为 0.000 076 9、 0.000 586和

0.000 127，说明了实际齿面接触的复杂性。进而

分析验证了该离散齿面高阶接触分析方法的可行

性与有效性，同时高阶接触分析更为直观全面的

反应齿面接触状态，为后续的高阶接触齿面设计

提供了参考。
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