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滚动轴承摩擦力矩性能演变的分形分析
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摘　　　  要：    以轴承全周期摩擦力矩时间序列为分析对象，以分形理论为主要分析方法，通过互信息法确定

最佳延迟时间，通过观察法确定最佳嵌入维数，最终得到关联维数。结果表明：轴承摩擦力矩性能具有混沌

特性；嵌入维数与系统非线性及混沌程度呈正相关，而关联维数则呈负相关；关联维数可以作为轴承性能衡

量指标，A、B轴承可分别提前 120、160 min预报轴承失效；基于最大熵原理验证 A轴承与分形理论预测的失

效时间相差 12 min，仅占预报时间 120 min的 10%，偏离误差处于较低水平，充分验证了分形理论表征轴承性

能演变的有效性和可靠性。
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Fractal analysis of friction torque performance
evolution of rolling bearing
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Abstract:   The time series of the full-cycle friction torque of the bearing were taken as the analysis
object， the  fractal  theory  was  used  as  the  main  analysis  method， the  optimal  delay  time  was  determined
through  the  mutual  information  method，and  the  optimal  embedding  dimension  was  determined  through
the  observation  method， finally  the  correlation  dimension  was  obtained.  The  results  showed  that  the
friction  torque  performance  of  the  bearing  had  chaotic  characteristics;  the  embedding  dimension  was
positively correlated with the nonlinearity and chaos degree of the system，while the correlation dimension
was  negatively  correlated.  The  correlation  dimension  can  be  used  as  an  indicator  for  measuring  the
performance of bearings. Bearings A and B can predict bearing failure 120 min and 160 min in advance
respectively. Based on the principle of maximum entropy，it was verified that the failure time of bearing A
differed from that predicted by the fractal theory by 12 min，accounting for only 10% of the predicted time
of  120  min.  The  deviation  error  was  at  a  relatively  small  level， fully  verifying  the  effectiveness  and
reliability of the fractal theory in characterizing the performance evolution of bearings.
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滚动轴承服役期间的性能分析对于工作主机

的运行势态有着重要的影响，掌握轴承性能演变

可预知轴承性能演变趋势，为维修提供充足的时

间进而避免严重故障发生[1]。轴承摩擦力矩是评

估轴承动态性能的重要指标，直接影响轴承的寿

命、振动、噪声及温升，尤其像卫星、航天飞机这

样的高精尖设备对轴承的摩擦力矩性能的要求更

高，因此，对轴承摩擦力矩进行深入研究十分必

要[2-4]。

摩擦力矩是轴承正常运作时阻碍其运转的阻

力矩。当摩擦力矩过大，轴承表面温度会急剧攀

升。过度的温度上升，会致使润滑剂性能恶化，

加快磨损速度，甚至可能引发滚动表面烧伤，最

终导致轴承损坏。摩擦力矩是评估轴承运转灵活

性的一项关键指标，可以描述轴承在工作中的摩

擦与润滑状态[5-7]。但轴承摩擦力矩是一个动力

学方程中的未知非线性问题，难以建立一个确切

的非线性模型。此外，摩擦力矩值表现出显著的

随机性和不确定性，趋势复杂多变，且概率密度

函数难以确定[8]，基于现有成果探索更合适的轴

承摩擦力矩预报方法是亟需解决的问题。

混沌理论在非线性时间序列分析中的应用，

突破了传统基于主观构建模型的局限性。它依

据时间序列自身的内在规律进行分析与预测，减

少人为因素的干扰，提升了预测的准确性和可靠

性[9]。混沌预报模型对解决轴承摩擦力矩评估问

题有其独有特点和用途，能有效解析其运转规律

及其性能演变迹象，并能从复杂的表象中寻找隐

藏的确定性规则，进而挖掘系统变量长期演化信

息[10]。分形是描述混沌运动的几何语言，混沌是

时间上的分形，而分形是空间上的混沌。随着滚

动轴承在服役过程中因磨损、润滑失效等因素导

致物理性能逐渐退化，摩擦力矩表现出显著的非

线性变化。分形理论在处理滚动轴承性能数据的

非线性特征方面表现出色，其有效性在于能够通

过关联维数等分形参数量化摩擦力矩时间序列的

复杂性和动态演变特征。由于摩擦力矩值表现为

随机、不平稳的非线性变化，分形是基于一种尺

度来研究复杂信号的方法，能够用来描述设备摩

擦力矩信号的不规则和复杂性。根据分形几何的

观点，分形对象往往具有无标度性和自相似性这

两个基本特征[11]。滚动轴承摩擦力矩性能参数在

一定时域长度内具有自相似性，因此可以将分形

维数作为摩擦力矩特征参数进行性能分析[12]。分

形维数包括盒维数、信息维以及关联维等，关联维

数可定量描述吸引子几何特征，对其不均匀性极

为敏感，能精准呈现吸引子动态结构。孟凡念 [13]

提出了用混沌理论对摩擦力矩进行非线性分析的

新方法，对比故障、正常轴承的关联维数，依差异

判断轴承故障状态；夏新涛等 [8] 以关联维数标准

差表征摩擦力矩不确定性，借关联维数均值描绘

其非线性特征演变；姬翠翠[14] 综合运用混沌和分

形理论对缸套-活塞环摩擦磨损过程中的摩擦信

号进行研究来识别磨损状态；李国宾等[15] 针对缸

套-活塞环磨合过程摩擦力矩的变化特点，提出一

种用分形维数描述摩擦力矩信号复杂性的方法；

Yang等 [16] 探索了一种结合概率主成分分析去噪

和 Higuchi分形维数变换的无滤波技术来诊断轴

承多故障。

本文在研究全周期摩擦力矩时间序列时，将

摩擦力矩时间序列划分为多个子时间序列，并对

各子序列独立分析，确定最佳嵌入维数与延迟时

间，研究不同子序列关联维数的变化，总结关联

维数的变化规律，实现轴承性能的定量分析。并

对不同型号的轴承开展对比试验，验证结论的准

确性。

 1    分形理论模型

关联维数是分形理论中分形维数的一种，主

要应用于非线性动力学系统中混沌现象的分析和

量化性能时间序列的非线性程度，借此揭示系统

潜藏结构与规律[17]。分形与混沌紧密相连，混沌

经长期演变呈现为奇怪吸引子这一分形形态。所

以，能够借助分形维数，定量表述具有混沌特征

的摩擦力矩时间序列。

 1.1   性能数据长度选择

N

N

N

N

N

N >（m+1）2

序列长度（样本量） 对试验的计算时间和结

果精度有直接影响。 较大时分形维数结果会更

精确，但计算量也会增加。 较小会导致分形维

数结果误差增大，无法准确描述摩擦力矩的分形

特征。因此，需要在计算时间和结果精度之间权

衡来选择合适的序列长度 。通过 Grassberger-
Procaccia（G-P）算法计算关联维数时，Mischaikow
等[18] 建议 应该大于 500才能得到较为稳定的结

果，曾经提出当 时，计算结果较为准

确，m为相空间重构过程中的嵌入维数。

 1.2   关联维数求解

G-P算法计算关联维数的特点是算法简单易
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行，且对于数据序列具有强大的计算能力 [19-20]。

因此，选取关联维数作为奇怪吸引子特征刻画的

一种方法。

Vk k = 1,2, · · · ,N
m

Rm

设实测时间序列为：{ }（ ），运

用延迟坐标法，将此时间序列拓展至 维欧氏空

间 ，获得观测序列新集合，元素记为：

Vn（m, τ）= {vn,vn+1, · · · ,vn+（m−1）τ}
n = 1,2, · · · ,Nm

（1）

τ Nm = N −（m−1）式中 为延迟时间； 为重构向量

个数。

Vi

V j

从式（1）随意选取参考点 ，按以下公式计算

其余点 到它的距离：

ri j =
∣∣∣Vi−V j

∣∣∣ = m−1∑
i=0

（vi+iτ+ v j+iτ）
2

1/2
j = 1,2, · · · ,Nm

（2）

r r r （Vi,V j）

重复上述步骤，得出所有点间距。设定临界

距离 （ 足够小），统计距离小于 的点对

的数量，将其在所有点对中的占比记为：

C（r）=
2

N（N −1）

N∑
i=1, j=i+1

H（r− |v（i）− v（ j）|）

j = 1,2, · · · ,Nm

（3）

C（r） H（s）式中 为吸引子的关联积分； 为 Heav-
iside函数。

H（s）=

1 s > 0
0 s < 0

（4）

r Dm选定合适的 ，关联维数 表示为：

Dm = lim
r→0

ln C（r）
ln r

（5）

Dm

作双对数曲线，找出近似直线的无标度区，用

最小二乘法线性拟合该区域，拟合直线斜率即为

关联维数 。

 1.3   关联维数参数确定

τ m延迟时间 、嵌入维数 对关联维数计算都有

重要影响。合理选择延迟时间和嵌入维数可以更

准确地描述系统的复杂性和动态特征。

 1.3.1    延迟时间计算

I τ

x（i） x（i+τ）

x（i+τ）= y（ j）

互信息法[21] 基于信息理论，通过计算时间序

列的互信息函数 ，把首个极小值对应的 当作延

迟时间。该方法常计算 与 的相关度，

并令 用于信息熵计算。对于时间

x（i） y（ j） i = 1,2, · · · ,N j = 1,2, · · · ,M
M = N −τ H（x） H（x,y）

I（x,y）

序列 ， ， ， ，其

中 ，平均信息熵 、联合熵

及互信息函数 定义如下：

H（x）= −
N∑

i=1

P[x（i）] ln{P[x（i）]} （6）

H（x,y）=−
N∑

i=1

M∑
j=1

P[x（i）,y（i）] ln{Pxy[x（i）,y（ j）]}

（7）

I（x,y）= H（x）+H（y）−H（x,y） （8）

H（x） x（i） x（i）

P[x（i）] x i

H（y） y（ j）

y（ j） H（x,y）

P[x（i）,y（ j）] x y i j

式中 为信号 的熵，体现测量系统

所得平均互信息量； 为变量 处于状态 的

概率； 为信号 的熵 ，代表测量系统

的平均互信息量 ； 为联合信息熵 ；

为变量 、 分别在状态 、 同时出

现的概率。

I

x T

s = 1,2, · · · ,T y T1

q = 1,2, · · · ,T1 （s,q）

计算互信息函数 所需概率 ，常用等网格

法求解。该方法将变量空间等间距划分，以二

维空间为例，在 方向均分为 个格子，标记为

， 方向均分为 个格子 ，标记为

，二维格子序号记为 ，通过统

计各格子中的点数，进而计算概率。

P[x（i）] =
Nsx

Ntotal
1 ⩽ s ⩽ T （9）

P[y（ j）] =
Nqy

Ntotal
1 ⩽ q ⩽ T1 （10）

P[x（i）,y（ j）] =
N（s,q）

Ntotal

1 ⩽ s ⩽ T 1 ⩽ q ⩽ T1

（11）

Nsx x s

Nqy y q Ntotal

N（s,q） xy （s,q）

式中 为一维 方向第 个格子内数据点数目；

为一维 方向第 个格子内数据点数目； 为

数据点总数； 为二维 方向上 格子

里的数据点数量。

I（x,y） τ

I（τ） I（τ）

互信息函数 与延迟时间 的函数关系

显著，可记为 ，重构时，将 的首个极小值

当作最优延迟时间。

 1.3.2    嵌入维数计算

m m

嵌入维数的大小直接影响混沌条件下不变量

的准确计算。嵌入维数过小可能导致吸引子折叠，

而过大则增加计算量并放大噪声影响。本文用观

察法确定嵌入维数 ，逐步增大 ，算出对应关联

维数，当相邻关联维数差值变化很小时，表明关
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m联维数饱和，此时的 即为合适的嵌入维数[22]。

 2    试　验

以滚动轴承的性能分析为研究目的，以滚动

轴承的摩擦力矩性能参数作为监测对象，对 A、B
两套不同型号的轴承开展全周期摩擦力矩试验。

该过程不仅可以观测到轴承从开始运行到试验结

束的性能演变，还可以获取充足的性能数据，为

后续分析提供基础。

 2.1   试验设备

本试验测试设备采用型号为 SYJ-MCLJ的轴

承摩擦力矩试验机，试验机主要由驱动电动机、

电主轴、试验机主体、液压加载系统及数据采集

系统等部分组成。

试验机由工业计算机控制驱动系统，驱动电

动机采用进口变频调速伺服电动机，可实现无极

调速，电动机驱动电主轴并带动试验机主体内的

被测轴承内圈旋转。在试验之前需通过设备润滑

系统对试验轴承润滑，并按给定工况通过液压加

载系统对试验轴承加载；加载装置通过力传感器

拉动载荷连接件、连接杆及轴承安装套，将拉力

传递到标准轴承上，完成试验轴承在给定工况下

力的测量；轴承摩擦力矩由与轴承安装轴连接的

检测设备连接套传递到电主轴上，通过安装在电

主轴上的型号为 HBM-T22/100 N·m的扭矩传感

器进行实时监测；最终由数据采集系统采集被测

轴承试验数据，并由工业计算机输出轴承摩擦力

矩值。试验时，可实时监测轴承各时刻转速、摩

擦力矩、载荷、油温和轴温等数据。试验机示意

图及工作原理图如图 1所示。

计算机控制系统可完成测试轴承的转速、载

荷等试验参数的输入，同时对轴承试验过程进行

监控，如发生异常可控制试验机自动停机，保证

试验安全，试验机主要技术指标如表 1所示。

 2.2   试验对象

此次全周期摩擦力矩试验对象 A轴承型号

为 3208A-2RS1TN9/MT33，B轴承型号为 3209A-
2RS1TN9/MT33，主要参数见表 2。
 2.3   试验工况

实验室温度需保持在 10～35 ℃，空气相对湿

度低于 80%，环境务必洁净，防止尘屑、杂质进入

轴承，同时远离电场、磁场，杜绝外部干扰影响测

量结果。

为了在较短试验时间内模拟轴承的实际应用

工况，获得更真实的数据，设计了定速定载加速

试验。试验开始时为轴承提供转速 n，并缓慢施

加径向载荷 Fr，载荷在整个试验中保持不变 ，

Fr=7.8 kN、n=350 r/min。
 2.4   试验结果

在滚动轴承服役期间，对其摩擦力矩进行定

期采样，试验历时 66 h42 min，试验过程中每 8 s
提取一个样本（摩擦力矩数据），滚动轴承服役周

期内可获得 30 015个时间序列，A轴承全周期摩

擦力矩时间序列如图 2所示。
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1 电主轴；2 检测设备连接套；3 连接螺母；
4 轴承安装轴；5 轴承安装套；6 被测轴承；

7 定位套；8 锁紧螺母；9 止动环；10 吊环螺钉；
11 销轴；12 连接杆；13 固定销；14 载荷连接件；

15 加载装置；16 力传感器；17 扭矩传感器。

(a) 结构示意图
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(b) 原理图

图 1    轴承摩擦力矩试验机结构示意图及原理图

Fig. 1    Schematic diagram and principle diagram of bearing

friction torque testing machine
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 3    理论分析与轴承性能失效预报

因受非线性因素作用，滚动轴承摩擦力矩构

成非线性动力学系统。分形理论是一种描述复杂

结构和不规则现象的数学工具，它提供了一种更

好理解和表征非线性系统的方式，广泛应用于轴

承诊断[23]。基于分形理论的思想，依据关联维数

将摩擦力矩时间序列依据性能状况划分为不同等

级，不仅可以为基于统计学方法分析轴承摩擦力

矩性能提供基础条件，还可以实现轴承性能演变

分析进而预报性能失效。

 3.1   延迟时间计算

绘制轴承摩擦力矩时间序列的互信息函数随

延迟时间 τ变化的图像，取最大延迟时间为 100，
选择局部范围内第 1个极小值对应的延迟时间作

为最佳延迟时间。第 1组子序列可能包含预热阶

段数据，但在确定最佳延迟时间时，同样采用上

述方法。为了节约篇幅以第 2组子序列为例，第

2组子序列互信息函数如图 3所示，所以第 2组

子序列最佳延迟时间为 3，各子序列最佳延迟时

间如图 4所示。
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图 3    互信息函数图（A轴承）

Fig. 3    Mutual information function diagram （bearing A）
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图 4    各子序列最佳延迟时间（A轴承）

Fig. 4    Optimal delay time of each subsequence （bearing A）
 

 3.2   关联维数计算

延迟时间确定时，观察 ln C（r）-ln r曲线的变

化情况，当曲线斜率趋近于一个常数时，此时的

嵌入维数为最佳嵌入维数或饱和维数。各摩擦力

矩时间子序列 ln C（r） -ln r双对数曲线如图 5所

示。双对数曲线从上往下嵌入维数以 1为间隔依

次增加，全文双曲线图排布一致。各子序列最佳

嵌入维数如图 6所示，确定最佳延迟时间与嵌入

维数后即可计算关联维数，各子序列的关联维数

 

表 1    试验机主要技术指标

Table 1    Main technical indexes of testing machine

参数 数值

试验轴承内径/mm 20～60

径向载荷/kN ±30

径向载荷精度/% 设定值的±1

试验轴承数量/套 2

电动机功率/kW 7.5

最高转速/（r/min） 1 440

转速精度/% 设定值的±2

扭矩传感器测量量程/（N·m） 0～100

扭矩传感器测量精度/% ±0.5

径向位移传感器量程/mm 0～100

 

表 2    试验轴承的主要参数

Table 2    Main parameters of test bearings

参数

数值

3208A-2RS1TN9/
MT33

3209A-2RS1TN9/
MT33

内径/mm 40 45

外径/mm 80 85

宽度/mm 30.2 30.2

接触角/（°） 30 30

额定动载荷/kN 48 52

额定静载荷/kN 36.5 41.5

极限转速/（r/min） 5 600 5 300
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图 2    A轴承全周期摩擦力矩时间变化曲线

Fig. 2    Full cycle friction torque time change curve of bearing A
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如图 7所示，各子序列关联维数随嵌入维数变化

如图 8所示。

由图 5可知 10组数据的曲线均存在密集趋

势，且具备可观测的饱和维数，这一特征说明摩
 

−3.5 −3.0 −2.5 −2.0 −1.5 −1.0
−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

m=1
m=2
m=3
m=4
m=5
m=6
m=7
m=8
m=9
m=10

m=11
m=12
m=13
m=14
m=15
m=16
m=17
m=18

−3.0 −2.5 −2.0 −1.5 −1.0
−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

=1
=2
=3
=4
=5
=6
=7

=10
=11
=12
=13
=14
=15
=16
=17

−4.0 −3.5 −3.0 −2.5 −2.0 −1.5
−12

−10

−8

−6

−4

−2

0
m=1
m=2
m=3
m=4
m=5
m=6
m=7
m=8
m=9
m=10
m=11
m=12
m=13
m=14
m=15

−4.0 −3.5 −3.0 −2.5 −2.0 −1.5
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0
m=1
m=2
m=3
m=4
m=5
m=6
m=7
m=8
m=9
m=10
m=11
m=12
m=13

−4.0 −3.5 −3.0 −2.5 −2.0 −1.5
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0
m=1
m=2
m=3
m=4
m=5
m=6
m=7
m=8
m=9
m=10
m=11
m=12
m=13

−4.5 −4.0 −3.5 −3.0 −2.5 −2.0 −1.5
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0
m=1
m=2
m=3
m=4
m=5
m=6
m=7
m=8
m=9
m=10
m=11
m=12
m=13
m=14

−4.5 −4.0 −3.5 −3.0 −2.5 −2.0 −1.5
ln r

−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0
m=1
m=2
m=3
m=4
m=5
m=6
m=7
m=8
m=9
m=10
m=11
m=12
m=13
m=14
m=15

−4.0 −3.5 −3.0 −2.5 −2.0 −1.5 −1.0
−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

=1
=2
=3
=4
=5
=6
=7

=10
=11
=12
=13
=14
=15
=16
=17

−4.5 −4.0 −3.5 −3.0 −2.5 −2.0 −1.5
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0
m=1
m=2
m=3
m=4
m=5
m=6
m=7
m=8
m=9
m=10
m=11
m=12
m=13
m=14
m=15

−4.0 −3.5 −3.0 −2.5

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

−2.0 −1.5 −1.0
ln r

ln rln r

ln rln r

ln rln r

−10
−9
−8
−7
−6
−5
−4
−3
−2
−1
0

ln
 C

(r
)

ln
 C

(r
)

ln
 C

(r
)

ln
 C

(r
)

ln
 C

(r
)

ln
 C

(r
)

ln
 C

(r
)

ln
 C

(r
)

m=1
m=2
m=3
m=4
m=5
m=6
m=7
m=8
m=9
m=10
m=11
m=12
m=13
m=14
m=15
m=16

航空动力学报 第 41 卷

20250031-6



擦力矩性能具备混沌特性，其非线性存在不确定

性。但是每组子序列曲线密集程度不同，说明各

子序列内部存在差异。

由图 6和图 7可知，嵌入维数演变趋势呈凹

形，关联维数演变趋势呈凸形。第 1组和第 8、9、

10组子序列的关联维数较小，这是因为第 1组摩

擦力矩时间序列包含预热阶段数据，从第 8组摩

擦力矩时间序列开始包含轴承性能退化数据，所

以该范围内数据波动较大，嵌入维数和关联维数

分别与系统非线性和混沌程度成正比和反比。

由图 8可知关联维数随着嵌入维数的增加逐

渐增加最终达到某一稳定区间。前 7组子序列关

联维数均值为 4.847 5，且在 4.8左右轻微波动，第

8组子序列关联维数减小到 2.384 2，与均值相比降

低 50.8%，第 9组子序列关联维数减小到 2.279 6，
与均值相比降低 52.9%，第 10组子序列关联维数

减小到 1.999 7，与均值相比降低 58.7%。

以上研究结果表明：随着轴承运行时间增加，

轴承性能逐渐退化，系统非线性和复杂程度逐渐

增加，关联维数减小。表明关联维数可以表征轴

承性能演变，关联维数与系统的非线性与复杂程

度成反比。

 3.3   A轴承性能失效预报

双对数曲线密集程度可以说明数据的自相似
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图 5    ln C（r）-ln r关系曲线

Fig. 5    ln C（r）-ln r relationship curve
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图 6    各子序列最佳嵌入维数（A轴承）

Fig. 6    Optimal embedding dimension of each subsequence

（bearing A）
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图 7    各子序列关联维数（A轴承）

Fig. 7    Correlation dimension of each subsequence （bearing A）
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性和复杂性。当双对数曲线密集程度高时，意味

着数据在不同尺度上变化较大，具有较高的分形

维度，这表明数据具有较高的复杂性和不规则性。

相反，当双对数曲线密集程度较低时，意味着数

据在不同尺度上变化较小，具有较低的分形维度，

这表明数据相对平稳和规律，变化较为有序。关

联维数与双对数曲线密集程度密切相关，摩擦力

矩波动量与轴承性能密切相关，当摩擦力矩大小

或结构变化时，关联维数与曲线密集程度发生相

应变化，所以可通过关联维数与双对数曲线密集

程度分析轴承性能演变，进而实现轴承性能失效

预报。

将上述关联维数明显变化的第 8组子序列继

续划分为 10组子序列，关联维数随嵌入维数变化

如图 9所示，各子序列关联维数如图 10所示。前

6组子序列关联维数均值为 4.944 5，且在 4.9左右

轻微波动，第 7组子序列关联维数减小到 2.479 1，
与均值相比降低 49.8%，第 8组子序列关联维数

减小到 2.328 2，与均值相比降低 52.9%，第 9组子

序列关联维数减小到 2.021 7，与均值相比降低

59.1%，第 10组子序列关联维数减小到 1.918 7，与
均值相比降低 61.2%。
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图 9    关联维数演变（A轴承，原第 8组子序列）

Fig. 9    Evolution of correlation dimension

（bearing A, original group 8 subsequence）
 

滚动轴承服役结束后的轴承失效图如图 11
所示。依据轴承损坏状态可见该轴承滚道表面出

现剥落且保持架发生断裂，并非试验结束时才失

效，因此通过与摩擦力矩数据结合间接推测轴承

达到失效的时间。根据文献 [24]可知，滚动轴承

摩擦力矩在衰退期对应摩擦力矩波动幅值最大处

极可能发生失效。本试验轴承摩擦力矩波动幅值

最大处所对应采集时间为 53 h22 min，将该值定

为轴承达到性能失效点的时间。结合关联维数与

曲线密集程度可知第 7组子序列内包含表征轴承

性能退化的摩擦力矩数据，截至第 7组子序列结

束，试验共历时 51 h22 min，所以可提前 120 min
预报轴承失效。

 4    对比验证

为验证以上分析方法，对 B轴承的试验数据

开展对比验证。该轴承试验历时 66 h42 min，试
验过程中每 8 s提取一个摩擦力矩值，总计提取

30 015个数据，B轴承全周期摩擦力矩时间变化

曲线如图 12所示。
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图 12    B轴承全周期摩擦力矩时间变化曲线

Fig. 12    Full cycle friction torque time change curve of

bearing B
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图 10    各子序列关联维数（A轴承，原第 8组子序列）

Fig. 10    Correlation dimension of each subsequence

（bearing A, original group 8 subsequence）
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图 11    轴承失效图

Fig. 11    Bearing failure diagram
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 4.1   参数求解

第 2组子序列互信息函数图如图 13所示，所

以第 2组子序列最佳延迟时间为 2，各子序列最

佳延迟时间如图 14所示。各子序列的嵌入维数

如图 15所示，各子序列的关联维数如图 16所示，

关联维数与嵌入维数之间的关系如图 17所示。
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图 13    互信息函数图（B轴承）

Fig. 13    Mutual information function diagram （bearing B）
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图 14    各子序列最佳延迟时间（B轴承）

Fig. 14    Optimal delay time of each subsequence （bearing B）
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图 15    各子序列最佳嵌入维数（B轴承）

Fig. 15    Optimal embedding dimension of each subsequence

（bearing B）
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图 16    各子序列关联维数（B轴承）

Fig. 16    Correlation dimension of each subsequence

（bearing B）
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图 17    关联维数演变（B轴承）

Fig. 17    Evolution of correlation dimension （bearing B）
 

由图 16可知关联维数随着嵌入维数的增加

逐渐增加最终达到某一稳定区间，最佳嵌入维数

对应的关联维数为子序列的关联维数。

由图 15可知，第 8～10组摩擦力矩时间序列

中包含轴承性能恶化数据，所以该范围内数据波

动较大，对应的第 8～10组子序列的关联维数较

小。前 7组子序列关联维数均值为 4.964 3，且在

5.0左右轻微波动，第 8～10组子序列关联维数依

次减小到 2.328 4、2.147 2、1.767 4，与均值相比分

别降低 53.1%、56.7%、64.3%。

关联维数与双对数曲线变化规律表明：随着

轴承运行时间增加，摩擦力矩时间序列包含反映

轴承性能下降的数据，此时关联维数降低，关联

维数可以表征轴承性能演变。

 4.2   B轴承性能失效预报

将上述关联维数明显变化的第 8组子序列

继续划分为 10组子序列，关联维数与嵌入维数
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之间的关系如图 18所示，各子序列关联维数如

图 19所示。前 5组子序列关联维数均值为 4.965，
且在 4.9左右轻微波动，第 6、7、8、9、10组子序

列关联维数依次减小到 2.513 7、2.245 8、2.111 1、
1.587 5、 1.363 2， 与 均 值 相 比 分 别 降 低 49.3%、

54.7%、57.5%、68.0%、72.5%。结合双对数曲线

的密集程度变化说明第 6组子序列内轴承性能发

生变化。
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图 18    关联维数演变（B轴承，原第 8组子序列）

Fig. 18    Evolution of correlation dimension

（bearing B, original group 8 subsequence）
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图 19    各子序列关联维数（B轴承，原第 8组子序列）

Fig. 19    Correlation dimension of each subsequence

（bearing B, original group 8 subsequence）
 

双对数曲线与关联维数变化趋势表明：第

6组子序列内包含表征轴承性能退化的摩擦

力矩数据。截至第 6组子序列结束，试验共历时

53 h22 min，轴承达到性能失效点在 50 h42 min，可
以提前 160 min预报轴承失效。

 4.3   失效验证

最大熵原理是一种基于信息熵的统计方法，

用于在满足已知约束条件的前提下，选择熵最大

的概率分布。最大熵原理可对概率分布未知的数

据作出主观偏见最小的最优估计[25]。在滚动轴承

摩擦力矩分析中，失效数据通常表现为概率密度

函数的峰值小且跨度大。这种分布特征可能暗示

系统处于不稳定状态，甚至接近失效 [26]。在轴承

摩擦力矩时间序列的基础上，基于最大熵原理建

立最大熵条件下滚动轴承性能的概率密度函数。

将 A轴承第 2次划分序列中的第 7组子序列

继续划分为 10组子序列，建立最大熵条件下轴承

摩擦力矩 x的概率密度函数 F（x），如图 20所示。

前 7组子序列横坐标跨度较小且峰值较大，概率

密度函数分布较为集中，这意味着在这些子序列

对应的工况下，摩擦力矩的变化较为稳定，受外

界因素影响较小。第 8～10组子序列概率密度函

数逐渐偏移，横坐标跨度明显增大，且峰值明显

减小，表明这些子序列中的摩擦力矩数据较为离

散，取值范围较宽，数据分布较为均匀。这暗示

在这些子序列对应的工况下，摩擦力矩的变化较

为复杂，受到更多不确定因素的影响。
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图 20    概率密度函数图

Fig. 20    Probability density function graph
 

因此，相对于前 7组子序列，后 3个摩擦力

矩子序列的概率密度函数表明其系统不稳定程度

更高且失效概率更大。截至第 7组子序列结

束，轴承达到性能失效概率较大点对应的时间为

51 h10 min，比基于分形理论所得的失效时间提

前 12 min，占预报时间 120 min的 10%，可认为偏

离误差较小，因此 A轴承基于分形理论进行失效

预报的结果相对可靠。

 5    结　论

1） 随着轴承运行时间增加，性能退化程度加

深，关联维数逐渐缩小，可以通过关联维数定量

描述轴承运行状态，即关联维数较大时该时间段

内的性能较好，反之性能则较劣。
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2）  两套轴承摩擦力矩时间序列嵌入维数与

关联维数演变趋势相同但是数值上存在一定偏差，

这说明轴承的非线性存在不确定性特征。

3）  两套轴承各摩擦力矩时间子序列随着嵌

入维数 m的增加，ln C（r）-ln r曲线均存在密集趋

势，且具备饱和维数即本文的最佳嵌入维数。说

明轴承摩擦力矩性能呈现混沌特性，可用混沌理

论对其展开分析。

4）  嵌入维数与系统非线性与混沌程度成正

比和反比，关联维数与非线性与混沌程度成反比。
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