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摘　　　  要：    基于热弹性耦合多材料拓扑优化方法建立了 S弯管加筋布局优化设计方法，核心思路是引入

虚拟材料概念并利用多材料尺寸控制技术，实现任意曲面上自由筋与定向环筋布局的协同优化设计。在热

弹性耦合多材料拓扑优化三场法框架内，利用局部搜索建立单一材料环向变量链接模型，实现规整的定向环

筋形态；进而构建了自由筋与定向环筋最大实体尺寸整体控制方法与定向环筋间距控制方法；采用了非设计

域蒙皮柔顺度最小作为优化目标，满足内表面控形要求。采用所提方法完成了 S弯管结构自由筋与定向环

筋布局协同优化设计，通过定向环筋间距控制获得了多种 S弯管设计方案。重构结果表明：在相同重量下，

相比于常规的规则加筋方案，拓扑优化构型的重构设计方案的最大变形降低高达 17.1%。
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Abstract:   A stiffener layout design method for serpentine nozzles based on thermo-elastic coupling
multi-material  topology  optimization  was  presented.  The  virtual  material  concept  was  introduced， and
multi-material length scale control was utilized to achieve the collaborative optimization design of free and
directional  ring  stiffeners  on  arbitrary  curved  surfaces.  Within  the  framework  of  the  thermo-elastic
coupling multi-material topology optimization three-field method，a circumferential variable linking model
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for  a  single  material  was  established  using  local  search  to  achieve  a  regular  directional  ring  stiffener
morphology.  Furthermore，a  global  control  method for  the  maximum solid  length  scale  of  both  free  and
directional  ring  stiffeners， and  a  control  method  for  the  spacing  of  the  directional  ring  stiffeners  were
constructed.  The minimization of non-design domain skin compliance was employed as the optimization
objective to meet the inner surface shape control requirements. The proposed method was used to complete
the  collaborative  optimization  design  of  free  and  directional  ring  stiffener  layouts  in  serpentine  nozzles.
Various  serpentine  nozzle  designs  were  obtained  by  controlling  the  ring  stiffener  spacing.  The
reconstructed designs from the optimized configurations achieved a maximum deformation reduction of up
to 17.1% compared with conventional，regularly stiffened designs under the same structural mass.

Keywords:   serpentine nozzles；topology optimization；thermo-elastic coupling；
multiple materials；length scale control

S弯管作为航空发动机气动布局优化的核心

组件，因其在抑制发动机红外信号特征方面的显

著优势，已成为现代先进飞行器推进系统的关键

技术方案[1-2]。相较于传统轴对称构型，目前 S弯

管在结构上呈现大曲率弯曲特征与薄壁化设计倾

向。随着飞行器轻量化设计需求的持续提升，在

气动载荷与温度载荷等复杂的耦合载荷作用下，

S弯管的多场耦合结构设计是当前航空推进系统

研究的重点之一。

值得关注的是，受 S弯管大尺寸特征的限制，

工程上通常采用多段拼接工艺进行加工制造。为

提升拼接截面的局部承载能力，需在拼接位置布

置垂直于轴线的定向环筋结构，这便使得结构中

存在自由筋与定向环筋。然而，现有拼接截面位

置的选择仍主要依赖工程经验，缺乏系统的理论

支撑和结构优化设计方法进行自由筋与定向环筋

之间的合理布局，导致 S弯管结构设计存在冗余

或安全隐患。

拓扑优化技术能够为工程结构提供创新的加

筋布局方案。其中变密度法凭借其数学表述的简

洁性及其在实现编程时的便捷性，成了广泛采纳

的方法，被广泛应用于航空航天[3] 等工程领域。例

如飞机吊架的拓扑优化设计[4-5]，其中 Remouchamps
等[4] 针对某空客飞机吊架的空气动力学性能（阻

力）以及结构性能（刚度、质量）提出了一种创新

的双级优化方案。Krog等 [6] 利用变密度拓扑优

化方法对空客 A380的机翼前沿肋条及机身舱门

加固框架进行优化设计，最终实现整架飞机质量

减轻 1 000 kg效果。此外，柴文伟等 [7] 针对航空

发动机典型壳体薄壁结构件开展了基于拓扑优化

技术的轻量化方法研究。多材料拓扑优化因增加

了不同材料选择的自由度从而增加结构的优化空

间，在点阵加筋混杂结构布局优化设计 [8-11] 中得

到了广泛应用。Li等[8] 首先针对需要加强筋与点

阵共存的薄壁结构，提出了将加强筋与点阵单胞

处理为独立备选材料的多材料布局优化方法。近

期该方法被应用于梯度点阵与加强筋[9]、热弹性

耦合舵面[10] 以及复材夹芯板 [11] 的混杂结构布局

优化设计。

国内外研究人员对 S弯管的研究主要集中在

流动机理和气动特性等方面，拓扑优化设计相关

研究较少。薛丁维等[12] 针对 S弯管腹板式传力

结构的布局和尺寸开展了多目标优化设计方法的

探讨，但该工作基于预制的腹板式结构布局，主

要偏向于尺寸优化。Huang等[13] 对 S弯管进行了

拓扑与形状协同优化，但仍以自由筋为主，未涉

及定向环筋与间距控制等技术。

实现 S弯管在热弹性耦合载荷下自由筋与定

向环筋共存的拓扑优化设计目前仍具有挑战性。

一方面，受设计相关的热应力载荷影响，在传统

的整体结构变形最小的优化问题定义下[14]，优化

结果中倾向于无材料分布，因此如何在控制弯管

特定区域变形的前提下，得到清晰的薄壁加筋结

构形式的优化布局是难点之一。不少学者针对热

应力载荷设计相关性带来的挑战进行了大量研究。

Cho和 Choi[15] 基于密度法拓扑优化框架，提出了

一种用于热-弹性耦合问题的统一高效的伴随灵

敏度分析方法，降低了计算成本并揭示了力热载

荷比例的变化对拓扑结构影响。Gao和 Zhang[16]

提出了将材料弹性模量与热膨胀系数的乘积定义

为热应力系数，揭示了热应力载荷对设计变量的

显式依赖关系。该系数指标后来被成功应用于热

弹性结构的应力优化设计[17] 及多尺度协同拓扑

优化[18] 领域。但以上方法在较高的温度场下仍
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难以得到清晰的优化布局。近年来，热弹性拓扑

优化技术在工程应用层面取得突破，已为若干典

型航空结构提供了创新设计解决方案[19-23]。其中

Song等[23] 针对高温高压下的舵面结构，提出了以

非设计域蒙皮柔顺度最小代替传统的整体结构柔

顺度最小为优化目标，实现了舵面结构的热弹性

耦合优化设计。该工作中的舵面结构与 S弯管的

载荷边界以及变形控制要求存在较大的共性，具

有较高的借鉴价值。

如何满足 S弯管的制造工艺要求，实现自由

筋与定向环筋共存的结构优化布局是另一难点。

考虑制造工艺约束的拓扑优化是近年来的研究热

点[24-26]，其中最大尺寸控制为最常见工艺约束之

一，也是实现薄壁加筋设计的关键技术。基于密

度法的拓扑优化框架下，Guest[27] 首先建立了一种

基于设计域搜索的局部约束以防止大于规定最大

尺寸的特征形成，数值算例表明了该方法的有效

性，但大量的局部约束提高了该方法的计算成本。

为了提高计算效率，Fernández等[28] 采用了有效的

凝聚函数以减少局部约束的数量。但以上尺寸控

制方法仅适用于单一筋的特征尺寸控制，难以实

现定向环筋布局以及多类筋共存的优化构型。为

此，Song等[29-31] 提出了以矩形和圆柱局部搜索代

替传统的圆形和球形，实现了二维和三维优化问

题中的定向最大尺寸控制；结合了多材料插值模

型，实现了多材料拓扑优化中多种材料最大尺寸

的整体控制与差异控制，并将方法成功应用于大

展弦比机翼的结构优化设计中，实现了机翼主梁-
翼肋结构形式的优化布局。该系列工作证实了在

多材料拓扑优化框架下、结合尺寸控制技术实现

多类筋共存的优化布局可行性。

为了得到高性能的自由筋与定向环筋共存

的 S弯管布局优化设计，本文提出基于多材料拓

扑优化的热弹性耦合加筋布局设计方法，后续章

节内容安排如下：首先介绍了 S弯管模型与设计

要求。其次分别介绍了热弹性多材料三场密度法

与基于尺寸约束的加筋控制。随后建立了加筋布

局拓扑优化模型并进行灵敏度分析，进行了 S弯

管加筋布局设计。最后对全文研究内容进行总结，

并基于本文的研究展望未来的工作。

 1    S弯管简介与总体思路

传统 S弯管结构的加筋布局通常基于工程经

验，采用由定向环筋与轴向筋组成的规则分布形

式，如图 1所示。本文通过提取 S弯管的最恶劣

工况并进行合理简化，确定了如下载荷与边界条

件作为计算输入：内腔承受 0.23 MPa的均布压强

载荷，同时结构整体处于 500 K的均匀温度场环

境中，结构的进气口端面受固定约束，如图 2所示。

结构材料均采用 GH4169高温合金。
 
 

2240 mm

轴向筋 蒙皮
定向环筋

进气口

图 1    S弯管常规加筋布局设计方案

Fig. 1    Conventional stiffener layout design for serpentine nozzle

 
 

固定约束
对称约束
均布压强

图 2    约束边界与载荷

Fig. 2    Boundary conditions and loads
 

基于上述分析可知，S弯管的设计需满足以

下两方面的核心要求：①性能要求。在热-力耦合

工况下，需控制结构内表面变形以保持气动型面。

②工艺要求。加筋布局需采用自由筋与定向环筋

协同分布的构型，且筋的尺寸兼顾制造可行性。

针对以上设计要求，本文利用多材料拓扑优

化技术，开展基于自由筋与定向环筋共存的 S弯

管加筋布局优化设计研究，文章整体思路如图 3
所示。为了满足 S弯管的性能要求，提取非设计

域蒙皮柔顺度并将其最小化作为优化目标以实现

结构内表面控形。针对 S弯管的工艺要求，将单

材料三场法扩展至热弹性耦合的多材料优化框架，

基于此建立单一材料的单层环向变量链接表与定

向最大孔洞尺寸控制方法，实现定向环筋的布局

形态及定向环筋之间的间距控制；建立多材料最

大实体尺寸整体控制方法以控制自由筋与定向环

筋的整体尺寸。随后对 S弯管进行不同参数下的

优化，分析优化参数对优化构型的影响规律，最

终根据优化构型进行重构设计并与常规设计方案
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进行比较。

 2    热弹性多材料三场密度法

 2.1   热弹性耦合有限元分析

S弯管作为同时承受气动压力与温度场作用

的热弹性耦合问题，其有限元分析所需求解的控

制方程可表述为

Ku = Fm+Fth （1）

Fm Fth

其中 K为整体结构刚度矩阵，u为节点位移向量，

代表由机械载荷引起的节点载荷向量， 代

表由温度场引起的热应力载荷向量。

在有限元分析层面，单元 i的刚度矩阵及热

应力载荷向量可表述为
Ki =

w
Vi

BT
i DiBidV

Fth
i = βiF

th
i ,其中F

th
i =

w
Vi

BT
i Diϕ∆TidV

（2）

Di F
th

i

此处 Vi 与 Bi 分别为单元 i的体积与形函数

导数构成的单元应变-位移矩阵。∆Ti 表示为单元

的温度增量，对于三维问题有 ϕ=[1 1 1 0 0 0]T，Di

为基于弹性模量 E和泊松比 μ建立的弹性矩阵。

与 分别为单位弹性模量下的弹性矩阵与热

应力载荷矩阵。热应力系数 βi 作为材料属性参

数[16]，其定义为弹性模量 Ei、热膨胀系数 αi 及泊

松比 μi 的函数表达式。

βi =
Eiαi

1−2μi

（3）

 2.2   基于多材料插值的三场法

为了消除优化中的棋盘格现象与网格依赖性，

x x̃ x̄

并且最终得到清晰的优化构型，本文将单材料三

场密度法扩展至多材料优化框架。因此基于密度

法的多材料拓扑优化中，其中的三场通常是指设

计变量场 、过滤变量场 ，以及物理变量场 ，3
个变量场在多材料拓扑优化中的关系描述如下。

设计变量场由各参与优化的备选材料相关设

计变量的列向量组成，本文采用两种备选材料分

别代表 S弯管结构中的定向环筋与自由筋，并指

定材料 1、材料 2分别代表定向环筋与自由筋。

因此材料 j相关的设计变量场定义为

x（ j）=
[
x1 j ,x2 j, · · · , xi j, · · · xn j

]T
（4）

xi j

x（ j）

x̃（ j）

其中 n和 j分别表示参与设计的单元数目与备选

材料编号， 为单元 i与材料 j相关的设计变量。

对材料 j相关的设计变量场 采用密度过滤 [32]

得到过滤变量场 ，两者的关系表达式定义为

x̃（ j）=Wx（ j） （5）

W式中 为过滤矩阵，其中第 ik项为第 k单元对第

i单元的过滤权重系数，表达式定义为

Wik =
wikVk

n∑
ξ=1

wiξVξ

（6）

其中 Vk 为第 k单元的体积。wik 为第 k单元对第

i单元的距离权重函数，权重函数表达式定义为

wik =max {Rf −dik,0} （7）

式中 Rf 为预置的过滤半径，如图 4（a）所示，在进

行密度过滤时，单元 i将进行以自己为中心，Rf 为

半径的局部搜索，即单元 i的过滤变量值为所有

 

科学问题 基于拓扑优化的S弯管加筋布局设计方法

性能要求 工艺要求

控制内表面变形以 自由筋与定向环筋 筋的尺寸满足制造
共存 可行性保持气动型面

采用非设计域蒙皮
柔顺度最小为优化

目标

实现内蒙皮控形、自由筋与定向环筋共存的S弯
管加筋布局方案设计

1) 多材料优化技术
2) 单一材料的单层
环向变量链接表

1) 多材料实体尺寸
整体控制

2) 单一材料定向
尺寸控制
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创新手段

研究目标

图 3    整体思路

Fig. 3    Methodology of the paper
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搜索区域内的单元设计变量值的函数。dik 为第 k
单元与第 i单元的中心距离，式（7）的效果如图 4
（b）所示，即在局部搜索区域内，权重值与距离中

心单元的距离成反比。
  

xi

wikRf

Rf

Rf dh e

(a) (b)

图 4    密度过滤局部搜索与距离权重

Fig. 4    Local search for the density filter and the distance weight
 

x̃i j

x̄i j

密度过滤虽然可有效地消除优化构型中的棋

盘格现象与网格依赖性，但同时给优化构型中的

实体与孔洞交界处带来灰度区域导致边界模糊。

为了得到清晰的优化构型，本文对过滤变量 使

用光滑的 Heaviside函数从而获得物理变量 [33]，

如图 5所示，其表达式为

x̄i j =
tanh（βη）+ tanh

[
β
(
x̃i j−η

)]
tanh（βη）+ tanh

[
β（1−η）] （8）

式中参数 β和 η分别控制投影的陡度与阈值。该

表达式具有阶跃函数的性质，即将过滤变量场中

的值小于 η的变量往 0方向投影，大于 η的变量

往 1方向投影，从而得到 0/1分布的物理变量场，

效果如图 5所示。

基于 DMO（Discrete  Material  Optimization）的

UMMI（Uniform  Multiphase  Materials  Interpolation）
插值模型[34] 的多材料拓扑优化是一种有效可靠

的结构多材料布局优化方法，另外在其框架下提

出的尺寸控制可实现不同材料特征尺寸的差异控

制。因此本文沿用 UMMI插值模型建立设计变

量场与备选材料之间的关系，在具有参与优化的

备选材料数量为 m的拓扑优化中，其中单元 i的
弹性模量可表达为各备选材料权重和的形式，其

定义为

Ei = λi1

(
E(1)−Emin

)
+λi2

(
E(2)−Emin

)
+Emin （9）

λi j x̄i j E（ j）

Emin

Emin = 10−9E(1)

λi j

其中 为物理变量 的权重函数， 为材料 j
的弹性模量。 表示为预置的小值以避免插值

后的弹性模量为 0而导致刚度矩阵奇异，本文中

取值为 。采用 SIMP（Solid Isotropic
Material with Penalization）惩罚模型，因此权重函

数 的表达式为

λi j = x̄p
i j

2∏
ξ = 1
ξ , j

(
1− x̄p

iξ

)
（10）

x̄i1 = 0 x̄i2 = 0 x̄i1 = 1 x̄i2 = 1

λi1 λi2

x̄i1 = 1 x̄i2 = 0 λi1 = 1 λi2 = 0

x̄i1 = 0 x̄i2 = 1

λi1 = 0 λi1 = 0

Ei

式中 p为 SIMP模型的惩罚因子。在该权重函数

的作用下，即第 i单元的设计变量值与材料分布

满足以下关系：当 、 和 、

时权重函数 、 值均为 0，则单元 i表示为孔洞；

当 、 时权重函数 、 ，则单

元 i表示为定向环筋；当 、 时权重函数

、 ，则单元 i表示为自由筋。图 6给出

了插值后的弹性模量 与物理变量的映射关系。
 
 

210

140

70

0
0.2

0.4
xi1

0.6
0.8

1.0 0
0.2

0.4
0.6

0.8 1.0Emin

E i
/G

Pa

x i2

图 6    弹性模量插值模型 （E（1）=70 GPa; E（2）=210 GPa; p = 3）

Fig. 6    Young’s modulus interpolation model （E（1）=70 GPa;

E（2）=210 GPa; p = 3）
 

 3    基于尺寸约束的加筋控制

最大尺寸控制约束是结合多材料 UMMI插
值模型中每单一材料的有无可由该材料的相关变

量独立控制的特点，可分别在局部搜索区域内构

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
β=1
 β=5
 β=10
 β=50
 β=100

~xij

x ij

图 5    光滑 Heaviside函数

Fig. 5    Smooth Heaviside function
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造多材料孔隙率与单一材料率，随后通过引入相

关允许上限构造约束函数，以实现多材料拓扑优

化中的多材料最大实体尺寸整体控制与单一材料

定向最大孔洞尺寸控制[29, 31]。

多材料拓扑优化增加了材料选择的自由度，

在传统的多材料拓扑优化中不同备选材料之间

的材料属性通常不同。而本文通过借用多材料

拓扑优化方法、人为引入并利用两种属性相同

的虚拟材料，结合尺寸控制技术，实现自由曲筋

和定向环筋空间布局协同优化。因此，本文两

种虚拟材料的属性是一样的，都等同于选定的

实际材料。

为了实现自由筋与定向环筋整体尺寸的控制，

通过在局部球形搜索区域内引入自由筋与定向环

筋的整体材料孔隙率，实现最大实体尺寸不超过

预设阈值。建立单一材料的环向变量链接模型实

现规整的定向环筋加筋形态，同时在局部棱柱搜

索区域内引入定向环筋的材料率以实现定向环筋

之间的间距控制。

 3.1   自由筋与定向环筋实体尺寸整体控制

Di在第 i单元的局部搜索区域内 引入自由筋

与定向环筋的整体孔隙率，其定义为

ζi =

∑
k∈Di

vk

2∏
j=1

(
1− x̄k j

)p

∑
k∈Di

vk

（11）

ζi ζi

ζ

整体孔隙率的定义结合了 UMMI插值模型

的定义，当且仅当 xi1 = xi2 = 0时单元 i的孔隙率的

值 才为 1，即此时单元 i正好为孔洞，且 也代表

为所有材料的整体孔隙。同样，引入整体孔隙率

下限 以保证每个局部搜索区域均存在孔洞，因

此整体的最大实体尺寸局部控制约束表达式为

φmaxs,i = ζ − ζi ⩽ 0 （12）

si ∈ [0,1]

由于式（12）针对单元 i的最大实体尺寸约束，

若控制整个优化构型中的尺寸，需要对整个设计

域中的每个单元进行约束，这将造成十分庞大的

计算成本。为了降低计算成本，本文采用 p-mean
凝聚函数，对所有的局部约束凝聚成全局的单一

约束从而减少了最大尺寸控制约束的数量。根据

式（12）与凝聚函数的定义，构造函数 ，其

表达式定义为

si = φmaxs,i+1− ζ （13）

由于整个设计域内每个单元均对应一个函数

值 s，采用凝聚函数对所有的函数值 s求其最大值

的近似值，其表达式为

pm =

1
n

n∑
i=1

(
s（0）

i

)pn

1/pn

（14）

式中 pn 为凝聚函数的凝聚因子，n为整个设计域

内的单元数，根据凝聚函数的定义，pn 取值越大

凝聚函数的值越接近实际最大值，但同时给优化

带来较大的非线性。

根据式（13）与式（14），整体材料的最大实体

尺寸控制约束的最终表达式为

Gmaxs = pm−1+ ζ ⩽ 0 （15）

根据整体孔隙率的定义，图 7（a）中整体孔隙

率为 0，图 7（b）中整体孔隙率分别为 8.11%。

 
 

xi xi

孔洞 材料1 材料2

(a) ζi=0, ψi     =100%(1) (b) ζi=8.11%, ψi     =78.74%(1)

图 7    多种情况下单元 i的孔隙率与材料率

Fig. 7    Porosities and material rates under different conditions
 

 3.2   定向环筋间距控制

为了实现材料 1呈定向环筋形态，建立针对

材料 1的环向变量链接模型，由于该模型涉及各

优化响应灵敏度的运算，故将此部分内容放置文

中第 4节拓扑优化模型中。

定向环筋的间距控制通过在第 i单元的局部

棱柱搜索区域内引入针对定向环筋（材料 1）的材

料率来实现，其定义为

ψ（1）
i =

∑
k∈Di

vk x̄p
k1∑

k∈Di

vk

（16）

ψ

式（16）表明，只有在以单元 i为中心的搜索

区域内材料 1相关的变量均为 0时，材料 1的材

料率才为 0。同样引入材料率下限 ，材料 1的最

大孔洞尺寸控制约束表达式为
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φ（1）
maxv,i = ψ−ψ（1）

i ⩽ 0 （17）

ψ（1）
i

根据单一材料率的定义，图 7（a）中材料 1的

材料率 为 100%，图 7（b）中材料 1的材料率

为 78.74%。后面对所有局部约束的凝聚方式与

多材料最大实体尺寸整体控制约束中保持一致。

在自由筋与定向环筋的最大实体尺寸整体控

制与定向环筋间距控制中分别采用局部球形搜索

与棱柱搜索，如图 8所示。其中棱柱搜索的控制

表达式为

dx
ik < dx

ik dy
ik < dy

ik dz
ik < dz

ik （18）

dx
ik dy

ik dz
ik

dx
ik

式中 、 与 分别为单元 i与 k在 3个方向的

距离上限，其中 控制定向环筋之间的距离。
 
 

孔洞区域

棱柱搜索球形搜索
x

z

zdik

xdik 棱柱截面

Di

Di

dmax

单元i定向环筋

图 8    不同尺寸控制方法的局部搜索形状

Fig. 8    Local search shapes for different length scale

control methods
 

 4    加筋布局拓扑优化模型与灵敏度
分析

针对 S弯管内表面的变形控制要求，本文采

用非设计域蒙皮柔顺度最小作为优化目标。值得

注意的是，在热弹性结构柔顺度最小的拓扑优化

问题中，由于温度属于设计相关载荷，在优化模

型的定义下，优化结果是倾向于无材料分布，即

无材料便不存在变形，因此很难得到清晰的优化

结构。然而，采用非设计域的柔顺度可降低温度

带来的设计相关性[23]。同时，采用结构整体质量

约束与单一材料的体积分数比分别限制整体材料

与单一材料的使用。

因此，考虑结构整体质量、单一材料体积分

数比和尺寸控制约束的结构柔顺度最小的多材料

拓扑优化问题可表述为

优化变量: x=
{
xi j

}
（i = 1, · · · ,n; j = 1,2）

优化目标: CDs =
1
2

uTKDsu

优化约束: Ku = Fm+Fth

x（ j）
= H（x̃（ j））= H（Wx（ j））

M（x）=
n∑

i=1

2∑
j=1

xi jρ
（ j）Vi ⩽ M

V（1）
f （x）⩽ f（1）

u ·V
Gmaxs ⩽ 0
G1

maxv ⩽ ε

（19）

CDs

ρ（ j） Vi

V（1）
f

f（1）
u

M̄ Gmaxs G1
maxv

式中 为弯管蒙皮柔顺度，H代表 Heaviside函

数。 和 分别为材料 j的密度与单元 i的体积，

为优化中定向环筋的体积分数比且应不超过

其上限 ，V为结构的整体体积。M为结构的

整体质量约束，且不大于上限 。 和 分

别表示为加强筋的整体最大实体尺寸控制和定向

环筋的最大间距控制约束，其中 ε为引入的定向

最大间距控制约束上限。

此外，为了实现完整规则的定向环筋，本文通

过局部搜索建立了材料 1的单层环向变量链接表，

规定在链接表内各定向环筋的材料变量灵敏度相

等，其值为环向变量链接表内所有灵敏度的总和，

表达式为

∂ fl

∂xi1
=

∑
k∈Di

∂ fl

∂xk1
（20）

Di式中 fl 为优化模型中的第 l个响应， 为变量 i所

在的变量链接表。

本文由于采用基于梯度的优化算法，因此有

必要对设计变量进行灵敏度分析。本节详细推导

了结构非设计域蒙皮柔顺度以及最大成员尺寸控

制约束的灵敏度分析。

∂ f
/
∂x̄

由于优化过程中具有 3个变量场，对于一般

的单值函数 f，通常先求其对物理变量场的灵敏度

，随后采用链式法则计算其对设计变量场

x的灵敏度，即

∂ f
∂x
=
∂ f
∂x̄
· ∂x̄
∂x̃
· ∂x̃
∂x
=
∂ f
∂x̄
· ∂x̄
∂x̃

W （21）

∂x̃
/
∂x

∂x̄
/
∂x̃

式中 根据密度过滤的定义（见式（5））可求得

为过滤矩阵W， 根据式（8）直接推导可求得

∂x̄i j

∂x̃i j
=

β
{
1− tanh2 [β（x̃i j−η）

]}
tanh（βη）+ tanh

[
β（1−η）] （22）

在计算每个优化响应的灵敏度时链式法则求

导方式均一致，因此不同优化响应的灵敏度分析
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∂ f
/
∂x̄不同之处主要在于 的计算。

 4.1   非设计域柔顺度

x̄
根据式（19）的定义，结构非设计域蒙皮柔顺

度关于物理变量的 灵敏度为

∂CDs

∂xi j
=

1
2
δiuT

i
∂Ki

∂xi j
ui+uTKDs

∂u
∂xi j

（23）

式中

δi =

{
1 i ∈ Ds

0 i < Ds
（24）

根据热弹性平衡方程的微分，对节点位移向

量的偏导数进行直接推导。此外，此工作采用伴

随法求整体结构刚度矩阵的逆，最终结构非设计

域蒙皮柔顺度关于物理变量的灵敏度可表达为

∂CDs

∂xi j
=

1
2
δiuT

i
∂Ki

∂xi j
ui+κ

T

(
∂Fth

i

∂xi j
− ∂Ki

∂xi j
ui

)
（25）

κ

K̄i
F
th
i

其中 为求解得到的伴随向量。根据链式法则，单

元刚度矩阵与热应力载荷向量关于物理变量的导

数可表达为多材料插值模型的导数与单位模量下

的单元刚度矩阵 、热应力载荷向量 的函数：

∂Ki

∂x̄i j
=

 2∑
k=1

∂λik

∂x̄i j
E（k）

 K̄i

∂Fth
i

∂x̄i j
=

 2∑
k=1

∂λik

∂x̄i j
β（k）

 F
th
i

（26）

式中多材料插值模型关于物理变量的导数可根据

定义直接推导，关于此部分的详细推导，感兴趣

的读者可参考文献 [23, 29]。
 4.2   尺寸控制

x̄i j

此处对自由筋与定向环筋最大实体尺寸整体

控制约束的灵敏度进行推导，根据该约束的定义，

其中整体材料最大实体尺寸控制约束关于的物理

变量 的表达式为

∂Gmaxs

∂x̄i j
=
∂Gmaxs

∂pm

∑
k∈Di

(
∂pm

∂sk

· ∂sk

∂φmaxs,k

·
∂φmaxs,k

∂x̄i j

)
（27）

∂Gmaxs/ ∂pm = 1 ∂sk/ ∂φmaxs,k = 1

∂pm/ ∂sk

根据最大实体尺寸独立控制约束的定义，可

得 和 ，因此代入上

式 又可表达为

∂pm

∂sk

=
1
pn

1
n

n∑
j=1

（s j）
pn


( 1

pn
−1

)
· 1

n
pn（sk）

pn−1 =

1
n

1
n

n∑
j=1

（s j）
pn


( 1

pn
−1

)
（sk）

pn−1 =
1
n

p1−pn
m （sk）

pn−1

（28）

∂φmaxs,k/ ∂x̄i j此外， 根据单一材料孔隙率的定

义可计算为

∂φmaxs,k
∂x̄i j

= −

vi p（1− x̄i j）
p−1

2∏
l = 1
l , j

（1− x̄il）
p

∑
k∈Di

vk

（29）

x̄i j

将式（28）、式（29）代入式（27）中，可得多材

料最大实体尺寸整体控制约束关于物理变量

的灵敏度计算为

∂Gmaxs

∂x̄i j
=

∑
k∈Di


p1−pn

m （sk）
pn−1

(
∂φmaxs,k/ ∂x̄i j

)
n
∑
k∈Di

vk

 （30）

 5    S弯管加筋布局设计

 5.1   拓扑优化设计

S弯管的有限元模型如图 9所示，结构的前

段进气口处的定向环筋与内蒙皮均需保留。将 S
弯管表面进行填充设计域处理，根据结构的对称

性，使用半模进行优化以减少计算规模。采用实

体单元和厚度为 1 mm的壳单元分别模拟加筋区

域与内蒙皮，整体有限元网格数量为 114 393。

dy
ik = 5 mm dz

ik =

50 mm

在局部棱柱搜索区域内，棱柱的截面积越大

导致局部搜索区域内的单元层数越多，此时会影

响定向环筋之间的距离控制[30]。在结构的 x方向，

设置距离为 1倍的单元尺寸，通过局部搜索建立

若干个环向变量链接表，如图 9所示。根据有

限元模型中的单元尺寸，本文中 与

以保证搜索区域在 y方向为一层单元，在 z
方向包含厚度方向的所有单元。通过改变 x方向
 

非设计域: 壳单元

非设计域 环向变量链接

设计域: 实体单元

x

z

y

图 9    S弯管有限元信息

Fig. 9    Finite element model of the serpentine nozzle
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dx
ik的搜索长度上限 以实现具有不同间距的定向

环筋。最大实体尺寸整体控制的搜索尺寸的半径

设为 30 mm。

ε

ε

结构整体质量约束上限设为 80 kg，定向环筋

材料体积分数比上限为 0.1。由于在优化初始阶

段设计变量的初始值较小而导致每个单元局部材

料率较低，因此最大孔洞尺寸控制约束在优化初

始阶段容易因违反约束上限而陷入局部解。为了

使迭代优化解在可行域内，对最大孔洞尺寸控制

约束的上限进行渐进式改变。在此工作中， 每

隔 10步乘以 0.1直至从初始值 0.1降至 0.001，随
后在第 40步后将 设为 0。

图 10给出了在不同搜索长度上限与是否考

虑变量链接情况下的优化结果，结果中所有优化

构型中的传力路径均较为清晰，筋的最大尺寸得

到了有效的控制。图 10（a）为未考虑变量链接的

优化构型，该构型中虽然出现了大致的环状筋，

但形状不够规整，且在距离控制下容易错开，很

难出现完整的定向环筋。如图 10（b）～图 10（d）
所示，引入变量链接控制的优化构型中出现了规

则完整的定向环筋，自由筋穿插在定向环筋之间。

此外，以图 10（b）为例，使用处理器为 i9-12922KS、
内存为 64 GB的台式机为计算平台，整个优化迭

代了 210步，耗时 7 h50 min。
由于 S弯管曲率较大的地方发生在轴向第一、

二弯处与结构两侧处，尤其在温度载荷下变形不

自由造成这些地方的应力水平相对较高，成为应

变能密度较高的区域。在应变能最小（与结构柔

顺度最小等效）的优化目标下使得优化构型中的

材料分布集中在应变能密度较高的区域。因此，

定向环筋呈非均匀分布并且间距和数量均随着搜

索长度上限的值变化而发生改变。并且在间距较

大的定向环筋中间，自由筋同时会根据结构性能

要求而出现类似定向环筋的布局，例如图 10（c）～
图 10（d）的喷口区域。在 S弯管两端处的定向环

筋间距较大，接近给定的搜索长度上限，而定向

环筋在结构中间位置间距较小。当搜索长度上限

变大时，定向环筋的厚度在结构空间上变化同样

较为明显，例如图 10（d）中圈出的两条定向环筋。

 

定向环筋 370 mm

A B

第一弯处

“X”型筋

第二弯处

定向环筋 错开

视图 视图

视图 视图

A视图 B视图

A视图 B视图

定向环筋
第一弯处

第二弯处

型筋

定向环筋

290 mm

A
B

第一弯处

第二弯处

“X”型筋 “X”型筋

未考虑变量链接

考虑变量链接

(c) d
ik
=300 mm, 考虑变量链接x

(d) d
ik
=400 mm, 考虑变量链接x

dx
ik图 10    在 x方向不同搜索长度上限 下的优化构型

dx
ikFig. 10    Optimized configurations under different values of 

 

定向环筋

第一弯处

型筋

第二弯处

定向环筋 错开

A B

A视图 B视图

A视图 B视图

视图 视图

视图 视图

定向环筋
200 mm

A

B

第一弯处

第二弯处

“X”型筋

定向环筋

第一弯处

第二弯处

型筋 型筋

(a) d
ik
=200 mm, 未考虑变量链接x

(b) d
ik
=200 mm, 考虑变量链接x

考虑变量链接

考虑变量链接
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施加考虑变量链接的定向尺寸控制之后，优化构

型中的自由筋构成了主要的传力路径，在曲率较

大的弯管两侧分布材料比较集中，另外在第一、

二弯处出现了明显的“X”形筋，如图 10中圈出的

特征所示，高效地传递到弯管约束端。

 5.2   重构与刚度校核

dx
ik结合不同搜索长度上限 下的优化构型进行

重构设计，并对重构设计方案进行有限元校核，如

图 11所示。图 11（a）为常规设计方案，通常采用

均匀布局的井字形加强筋布局形式。图 11（b）～

图 11（d）为拾取不同优化构型中的主要传力路径

而重构的设计方案，方案中的定向环筋之间的间

距参照优化构型采用空间变化的布局方式。在保

证各方案的结构质量、约束边界与载荷均相同的

前提下，根据优化构型的重构设计方案中的最大

变形位移均小于常规设计方案。不同参数下的重

 

124220 280 250 90

124

220

292 265 218 322 370 188

142

77

130

150 270 290 150

150

97

两条筋的距离

两条筋的距离

两条筋的距离/mm

两条筋的距离/mm

变形位移

变形位移

5.93

变形位移/mm

4.74

3.56

2.37

1.19

0

6.51

变形位移/mm

5.21

3.91

2.60

1.30

0

(c) d
ik
=300 mmx

(d) d
ik
=400 mmx

常规设计方案

图 11    不同优化构型下的重构设计方案

Fig. 11    Rebuilt models for optimized configurations
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两条筋的距离/mm

两条筋的距离/mm

两条筋的距离

两条筋的距离

275 275 275 275

6.99

变形位移/mm
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1.40

0
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4.68
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1.17

0

变形位移

变形位移

(b) d
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=200 mmx

(a) 常规设计方案
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构模型为 S弯管结构设计提供了详细可供参考的

加筋布局方案。

 6    结　论

本文提出的基于拓扑优化的 S弯管加筋布局

设计方法实现了 S弯管结构的自由筋与定向环筋

共存的优化构型。在 200～400 mm之间不同搜

索长度上限下得到的优化构型均具有清晰的传力

路径，定向环筋之间的间距能够得到精确控制，

且筋的最大尺寸得到了有效的控制，并且引入变

量链接控制的优化构型中出现了规则完整的定向

环筋。因此，可根据 S弯管在制造中的实际需求

确定定向搜索长度上限值，得到的优化构型中环

筋的空间布局可丰富 S弯管制造中拼接截面的选

择。结合不同搜索长度上限下的优化构型进行重

构设计，并对重构设计方案进行有限元校核，与

常规井字形加强筋布局形式的设计方案对比，在

相同结构质量下本项目中各个重构设计方案的最

大变形位移均小于常规方案，其中环筋间距为

200 mm的重构设计方案最大变形位移降低最大

为 17.1%。

此外，基于本文所提出的多材料尺寸控制方

法，后续研究可沿以下方向展开：一是将该方法

拓展至薄壁结构的加筋布局优化，以进一步提高

其抗屈曲性能；二是发展更灵活的局部尺寸搜索

策略，以适应复杂几何构型与多样化设计需求；

三是引入考虑温度场与材料性能耦合的拓扑优化

模型，从而提升高温环境下结构响应的预测精度

与设计可靠性。
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