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非周期压电阻尼对失谐叶盘结构振动
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摘 要：将非周期压电阻尼技术引入失谐叶盘结构形成机电耦合系统，推导了机电耦合系统的动力学方

程，从理论上分析了非周期压电系统对失谐叶盘结构振动局部化的抑制效果。构造了两种非周期压电系统模

型：非周期压电分支模型和非周期压电网络模型。研究结果表明：与双周期压电网络系统相比，按照能量集中

的程度不同连接而成的非周期压电系统具有更好的振动局部化抑制效果。在非周期压电网络系统的构造中，

电阻不再是关键因素，而主要是通过电路形式改变整个叶盘结构中的能量分配情况，电感作为储能元件在其中

至关重要。通过合理设计非周期压电网络电路形式，可以得到比非周期压电分支系统和双周期压电网络系统

更好的振动局部化抑制效果。
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Vibration localization suppression mechanism of mistuned
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Abstract：An aperiodic piezoelectric damping technology was introduced into the mistuned
bladed‑disk structure to form an electromechanical coupling system. The dynamic equations of the
electromechanical coupling system were derived，and the vibration localization suppression effect
of the aperiodic piezoelectric system on the mistuned bladed‑disk was theoretically analyzed. Two
models of aperiodic piezoelectric system were constructed：the aperiodic piezoelectric shunting
model and the aperiodic piezoelectric network model. The results show that， the aperiodic piezo‑
electric system，which is connected according to the dimensions of energy concentration， has a
better effect on the vibration localization suppression effect compared with the dual‑periodic piezo‑
electric network system. In the construction of the aperiodic piezoelectric network system，
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the resistance is no longer the key factor， and the energy distribution in the whole bladed ‑ disk
structure is changed mainly through the circuit form， in which the inductor is very important as
an energy storage element. Through the reasonable design of circuit form of the aperiodic piezo‑
electric network， the vibration localization suppression effect better than the aperiodic piezoelec‑
tric shunting system and the dual‑periodic piezoelectric network system can be obtained.

Key words：aperiodic piezoelectric damping；mistuned bladed‑disk；
electromechanical coupling system；vibration localization；energy concentration

航空发动机叶盘结构在加工制造过程中不可

避免地会出现误差和材料缺陷，加之使用中的磨

损等原因，使得实际的叶盘结构并非严格的周期

对称结构，其各扇区之间存在着不同程度的差异，

这种差异称为失谐 [1‑2]。尽管失谐一般都是微小

量，但失谐会造成叶盘结构的响应放大及振动能

量集中现象，使得少数几个扇区过早地发生高周

疲劳失效，影响发动机的正常工作 [3‑6]。因此研究

人员对于失谐叶盘结构的振动特性进行了大量的

研究，试图寻找降低失谐叶盘结构响应放大及振

动局部化的技术手段。

压电材料因其有轻质、高效、智能可控等特点

受到了广泛的关注。在过去的几十年中，大量的

文献对基于压电材料的分支阻尼技术的减振机理

及优化手段进行了研究 [7‑11]。近年来，一些研究人

员又将压电网络引入到航空发动机叶盘结构的振

动抑制中，并取得了很多具有理论和工程意义的

研究结论 [12‑14]。Wang课题组 [15‑19]提出了一种耦合

压电网络，利用电容元件沟通了各扇区电路之间

的关系，使得压电网络的多谐波振动抑制效果具

有了很大的改观。李琳课题组 [20‑27]的研究通过在

若干结构之间构建串联或并联压电网络表明一种

结构的振动能量可以通过压电网络转移到另一种

结构，并可以用来对另一个结构进行振动控制。

其中，为了降低压电分支电路的复杂程度，Liu
等 [22‑23]提出了利用压电分支电路构造双周期叶盘

结构的思想，即压电片的分布周期与叶盘的结构

周期不同，将每隔几个固定数量的叶片连接到同

一个网络，并研究了双周期分布式压电分支电路

对失谐叶盘结构响应放大的抑制作用，研究结果

表明并不是所有的双周期模式下响应放大抑制效

果都会得到提升。在此基础上，文献 [27]则开展

了只用导线构造非周期并联压电网络的初步探索

工作，结果发现在对扇区选择进行优化后非周期

压电网络具有一定的能量平衡作用，但加入电阻

后效果并没有得到改善，而且文中对于传统的电

阻 ‑电感（RL）型谐振电路形式没有进行进一步的

研究。

综上所述，目前国内外关于压电材料在失谐

叶盘结构中的应用研究主要集中在叶盘结构的响

应放大和减振抑振方面，而失谐叶盘结构振动局

部化的本质是能量集中，目前的研究很少从能量

均匀化的角度解决失谐叶盘的振动局部化问题，

即使压电网络从直观上看具有传递能量的优势，

但是其在振动局部化抑制方面的作用机理还需要

深入研究并进行定量评价。此外，近些年的研究

多集中在周期压电分支或压电网络的构建上，电

路的搭建成本相对较高；如果可以只在少数扇区

或只在两个扇区中间连接非周期压电系统，即压

电片在周向非周期分布，有针对性地解决失谐叶

盘结构振动能量局部化问题，对提高发动机叶盘

结构的寿命和可靠性具有重要的工程意义。

本文在文献[27]的基础上对具有RL型非周期

压电阻尼的整体失谐叶盘结构的动力学特性进行

研究。具体研究内容包括：首先构建了两种非周期

机电耦合系统模型——非周期压电分支模型和非

周期压电网络模型，推导了机电耦合系统的动力学

方程，并对其进行了无量纲化；然后，为了对非周期

压电系统对叶盘结构振动能量分布的调节效果进

行评估,定义了能量均匀化因子；基于所定义的能

量均匀化因子分析了在特定的失谐模式下非周期

压电系统对叶盘结构振动局部化抑制效果，并与具

有相同数目压电片的双周期压电网络系统进行对

比分析；最后对本文的研究内容进行了小结。

1 非周期压电系统分析模型

如图 1所示,在整体叶盘结构上设置有压电

片（PZT），同时在与其相连的电路中连接电路元

件，这样就形成了机电耦合叶盘结构系统。

在本文的研究中，采用每个扇区用两个机械

运动自由度模拟的集中参数模型对图 1所示整体

叶盘结构进行模拟，如图 2所示。设叶盘结构的
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扇区数为 N，m b代表叶片的等效质量，m d代表轮

盘的扇区等效质量，kb为叶片的等效刚度，kd为轮

盘的扇区等效刚度，k c为轮盘扇区之间的等效耦

合刚度，表示叶盘结构各扇区之间耦合程度的强

弱，cb为叶片的等效机械阻尼系数，cd为轮盘的等

效机械阻尼系数，xb为叶片自由度，xd为轮盘自由

度，V为压电片两端电压。假设压电片的位置位

于轮缘,这是出于压电片设在轮盘表面时可以降

低压电片对流场的影响的考虑；因此在集中参数

模型中压电片的等效压电单元与轮盘的等效扇区

刚度并联。在每个压电单元上串联一个分支电

路，则形成了压电分支电路；如果将各个扇区的压

电分支电路通过电路并联起来，就形成了压电网

络。与压电分支电路相比，压电网络使得整个机

电耦合系统各扇区之间不仅在机械场上存在联

系，还在电场上存在联系。

非周期压电系统构建的基本思想是在固定的

叶盘失谐模式下，寻找出振动能量集中程度较大

和较小的扇区，并在这些扇区对应的位置设置压

电片形成非周期压电分支电路或非周期压电网络

构成机电耦合系统，以期用较少的压电片即达到

能量均匀化的目的。

为了与双周期压电网络系统的振动局部化抑

制效果进行对比，非周期压电系统模型中的压电

片数量选择与双周期压电网络系统的每一种双周

期模式下的压电片数量保持一致。

本文的非周期压电系统模型有两种：非周期

压电分支模型和非周期压电网络模型。前者是选

择振动能量较大的几个扇区，分别在上面连接压

电分支电路，后者是选择相应数量的振动能量较

大和较小扇区，然后连成非周期压电网络。分别

介绍如下：

1）非周期压电分支模型

非周期压电分支模型如图 3所示（以设置 3个
压电片为例）。其中 jmax1、jmax2 和 jmax3 分别代表按

照响应大小或振动能量大小排序的前 3个扇区序

号，其他的扇区未连接电路均为断路状态，未在图

3中示出；R为电阻，L为电感。

2）非周期压电网络模型

非周期压电网络的连接方式有很多种，本文

的非周期压电网络模型是选择相应数量的振动能

量较大和较小扇区设置压电片，如果压电片数量

为奇数，则振动能量较大的扇区数大于振动能量

较小的扇区数，如果压电片数量为偶数，则振动能

量较大和较小的扇区成对出现，然后把这些压电

片连成非周期压电网络，如图 4所示，其他的叶片

未接入压电网络均为断路状态，未在图中示出。

其中 jmax1、jmax2、jmin 分别代表按照响应大小或振动

能量大小排序的最大的两个扇区序号和最小的一

个扇区序号。

本文中叶盘模型总扇区数 N=24，电学周期

数 p可以取值为 2、3、4、6、8、12，也就是存在 6种
双周期模式，那么非周期压电系统的压电片布置

也相应存在 6种模式。

图 1 具有压电片的整体叶盘结构

Fig.1 Integral blade‑disk structure with piezoelectric patches

图 3 非周期压电分支电路模型

Fig.3 Model of aperiodic piezoelectric shunting circuit

图 2 整体叶盘结构集中参数模型

Fig.2 Lumped parameter model of the integral
bladed‑disk structure
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2 具有非周期压电阻尼的失谐叶盘

结构动力学方程

2. 1 具有非周期压电分支的叶盘结构单扇区

动力学方程

具有非周期压电分支阻尼的叶盘结构扇区可

以分为两类：一类具有压电片，如图 3中所示的扇

区 jmax1、jmax2、jmax3，共有 p个扇区贴有压电片；一类

没有压电片。对于没有压电片的扇区，动力学方

程为式（1）所示：

{ m b ẍ b,j+ cb ẋ b,j- cb ẋ d,j+ kb x b,j- kb x d,j= fb,j ( t )
m d ẍ d,j- cb ẋ b,j+( cb + cd ) ẋ d,j- kb x b,j+( kb + kd + koc + 2k c ) x d,j- k c x d,j- 1- k c x d,j+ 1 = fd,j ( t )

（1）

其中 xb,j为扇区 j的叶片自由度；xd,j为扇区 j的轮

盘自由度；ẋb,j 表示的是叶片自由度对时间 t的 1
阶导数；koc为压电片在开路状态下的机械刚度；ke
为压电单元的机械耦合因子；fb,j ( t )和 fd,j ( t )分别

是叶片自由度和叶盘自由度所受的激振力。对于

分支电路，压电片产生的作用于轮盘自由度 xd,j
的机电耦合作用力大小为

fe,j= koc x d,j- keQj （2）
其中 ke 为压电单元的机电耦合因子，Qj 为扇区 j

的电荷自由度。可得扇区 j中压电分支电路的电

路动力学方程为 [22‑23]

LQ̈j+ RQ̇j+
1
C s
p
Qj- ke x d,j= 0 （3）

对于设置压电片的扇区，比如图 3中的 jmax1、
jmax2、jmax3扇区，对这些扇区的质量块 m b和 m d列力

平衡方程，同时引入电路动力学方程，整理可得具

有分支电路的叶盘结构扇区的机电耦合动力学

方程：

ì

í

î

ïï
ïï

m b ẍ b,j+ cb ẋ b,j- cb ẋ d,j+ kb x b,j- kb x d,j= fb,j ( t )
m d ẍ d,j- cb ẋ b,j+( cb + cd ) ẋ d,j- kb x b,j+( kb + kd + koc + 2k c ) x d,j- k c x d,j- 1- k c x d,j+ 1- keQj= fd,j ( t )
LQ̈j+ RQ̇j+ k sQj- ke x d,j= 0

（4）
其中 k s为压电片在常应力状态下的内置电容 C s

p

的倒数；压电单元的机电耦合因子 ke由压电材料

的特性以及压电片的几何尺寸决定，表征了压电

片的能量转换能力，由于在实际情况下，压电片尺

寸相对于轮盘的尺寸很小，因此压电片的机电耦

合系数一般是一个较小的量。为了使研究结果具

有更加广泛的意义，对式（1）和式（4）进行无量纲

化，无量纲参量的定义如下：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ω= 2πf
τ= ωt

ω b = kb/m b

λ= ω/ω b
γd = kd/kb
γoc = koc/kb
γ c = k c/kb
γ s = k s/kb
γ e = ke/kb
δm= m d/m b

δL= L/m b

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ξ cb = cb ( 2 m b kb )

ξ cd = cd ( 2 m d kd )
gb,j ( τ )= fb,j ( τ ) /F b
gd,j ( τ )= fd,j ( τ ) /F d
δ f = F d F b
x̄= F b kb
yb,j= xb,j x̄

yd,j= xd,j x̄

qj= Qj x̄

ξR= R δLγ s ( 2 Lk s )

（5）

其中 t为时间，f为自然频率，ω为角频率，τ为无量

纲时间，ω b为无量纲叶片自由度固有频率，λ为无

量纲频率，γd为无量纲叶盘刚度，γoc为压电片开

路状态下的无量纲机械刚度，γ c为无量纲轮盘扇

区间等效耦合刚度，γ s为 k s的对应无量纲参数，γ e
为无量纲压电单元的机电耦合因子，δm为无量纲

图 4 非周期压电网络电路模型

Fig.4 Model of aperiodic piezoelectric network circuit
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轮盘质量，δL 为无量纲电感，ξ cb为无量纲叶片结

构阻尼比，ξ cd为无量纲叶盘结构阻尼比，gb,j为无

量纲扇区叶片激振力，gd,j为无量纲扇区叶盘激振

力，F b和 F d为叶盘和叶片所受的激励幅值，δ f为
激励幅值比，x̄为无量纲初始位移，yb,j和 yd,j分别

为无量纲叶片自由度和叶盘自由度的位移响应，

qj为无量纲电位移，ξR为无量纲电阻。

式（1）按照式（5）无量纲化后，机电耦合方程

如式（6）所示，式（4）按照式（5）无量纲化后，机电

耦合方程如式（7）所示：

{ λ2 y ″b,j+ 2λξ cb y ′b,j- 2λξ cb y ′d,j+ yb,j- yd,j= gj ( τ )
λ2δm y ″d,j- 2λξ cb y ′b,j+ 2λ ( ξ cb + ξ cd ) y ′d,j- yb,j+(1+ γd + γoc + 2γ c ) yd,j- γ c yd,j- 1- γ c yd,j+ 1 = δ f gj ( τ )

（6）
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

λ2 y ″b,j+ 2λξ cb y ′b,j- 2λξ cb y ′d,j+ yb,j- yd,j= gj ( τ )
λ2δm y ″d,j- 2λξ cb y ′b,j+ 2λ ( ξ cb + ξ cd ) y ′d,j- yb,j+(1+ γd + γoc + 2γ c ) yd,j- γ c yd,j- 1-

γ c yd,j+ 1- γ eqj= δ f gj ( τ )
λ2δL q″j+ 2λξR q′j+ γ sqj- γ e yd,j= 0

（7）

其中 ẏb,j表示的扇区 j的无量纲叶片自由度对无量

纲时间 τ的 1阶导数。

2. 2 具有非周期压电网络的叶盘结构单扇区动力

学方程

具有非周期压电网络的叶盘结构扇区同样分

为两类：一类具有压电片，如图 4中的扇区 jmax1、

jmax2、jmin，共有 p个扇区贴有压电片；一类没有压电

片。对于没有压电片的扇区，其机电耦合方程与

式（6）相同。其中无量纲参数的定义方式均与式

（5）相同。

对于具有压电片的扇区（l为压电片扇区自变

量），其机电耦合方程为

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï
ï
ïï
ï

λ2 y ″b,j+ 2λξ cb y ′b,j- 2λξ cb y ′d,j+ yb,j- yd,j= gj ( τ )
λ2δm y ″d,j- 2λξ cb y ′b,j+ 2λ ( ξ cb + ξ cd ) y ′d,j- yb,j+(1+ γd + γoc + 2γ c ) yd,j- γ c yd,j- 1- γ c yd,j+ 1-

γ eqj+
1
p∑l= 1

p

( γ eq ( ( l- 1) n+ 1)) = δ f gj ( τ )

λ2δL q″j+ 2λξR q′j+ γ sqj-
1
p∑l= 1

p

( γ sq ( ( l- 1) n+ 1)) - γ e yd,j+
1
p∑l= 1

p

( γ e yd,(( l- 1) n+ 1)) = 0

（8）

2. 3 具有非周期压电阻尼的叶盘结构动力学方程

将单扇区动力学方程扩展至整个叶盘结构，

且用矩阵的形式表示，可将扇区数为 N且具有不

同类型线性压电阻尼的叶盘结构动力学方程统一

表示为

λ2My″( τ )+ λCy ′( τ )+ Ky ( τ )= g ( τ ) （9）
其中M、C和 K分别为机电耦合系统的无量纲质

量、阻尼和刚度矩阵，y ( τ )为机电耦合系统的无

量纲广义位移向量，g ( τ )为机电耦合系统无量纲

激振力向量，其完整形式分别为

y=[ y1,y2,⋯,yN,q ]T （10）
g ( τ )=[ g 1 ( τ ),g2 ( τ ),⋯,gN ( τ ) ]T （11）

其中 y j=[ yb,j,yd,j ]T，q=[ q1,q2,⋯,qN ]T和g j ( τ )=
[ gb,j ( τ ),gd,j ( τ ),0 ]T分别为扇区 j的无量纲机械自

由度向量、电荷自由度向量和无量纲激振力向量。

无量纲质量矩阵M具有如下形式：

M = é
ë
ê

ù
û
ú

Mm 0
0 M e

（12）

其中Mm 为机械质量矩阵，M e 为电路质量矩阵，

其具体形式如下：

Mm = Bdiag (Mm,1,Mm,2,Mm,3,⋯,Mm,N )（13）
M e = Bdiag (M e,1,M e,2,M e,3,⋯,M e,N ) （14）

式（13）和式（14）中各矩阵子块的形式为

Mm,j= é
ë
ê

ù
û
ú

1 0
0 δm

（15）

M e,j= δL （16）
Bdiag ( · )表示块对角阵，块对角矩阵只有在

主对角线上有非零子块，其余子块均为零矩阵，且

非零子块均为方阵。其具体形式为

B=Bdiag ( · ) ( B 1,B 2,B 3,⋯,BN )=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

B 1 0 ⋯ 0
0 B 2 ⋯ 0
︙ ︙ ︙
0 0 ⋯ BN

（17）

与质量矩阵类似，阻尼矩阵 C具有如下形式：

C= é
ë
ê

ù
û
ú

Cm
C e

（18）

其中 Cm为机械阻尼矩阵，C e为电路阻尼矩阵，其

具体形式如下：
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Cm = Bdiag (Cm,1,Cm,2,Cm,3,⋯,Cm,N ) （19）
C e = Bdiag (C e,1,C e,2,C e,3,⋯,C e,N ) （20）

式中矩阵子块的具体形式为

Cm,j=
é

ë
êê

ù

û
úú

2ξ cb -2ξ cb
2ξ cb 2 ( ξ cb + ξ cd )

（21）

2C e,j= 2δR γ sδL （22）
机电耦合系统的无量纲刚度矩阵K具有如下

形式：

K= é
ë
ê

ù
û
ú

Km Kme

K em K e
（23）

其中 K e 是电路刚度矩阵，K em 和 Kme 为机电耦合

刚度矩阵，Km是机械刚度矩阵，可以表示为

Km = Bcirc ( Km,j,Kmc,0,⋯,0,Kmc ) （24）
其中 Kmc为耦合机械刚度矩阵。对于具有非周期

压电分支电路和非周期压电网络的叶盘结构，式

（24）中的矩阵子块的具体形式均为

Km,j=

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

é
ë
ê

ù
û
ú

1 -1
-1 1+ γd + 2γ c

,无压电片扇区

é
ë
ê

ù
û
ú

1 -1
-1 1+ γd + γoc + 2γ c

,有压电片扇区

（25）

Kmc =
é
ë
ê

ù
û
ú

0 0
0 -γ c

（26）

Bcirc ( · )为块循环矩阵，块循环矩阵行向量的

每个块矩阵元素都是前一个行向量各块矩阵元素

依次右移一个位置得到的结果。其具体形式为

B=Bcirc ( B 1,B 2,B 3,⋯,BN )=
é

ë

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
ú
úú
ú

B 1 B 2 B 3 … BN

BN B 1 B 2 … BN - 1

BN BN - 1 BN - 2 … BN - 2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
BN BN - 1 BN - 2 … B 1

（27）

非周期压电系统中的电学自由度数为 p，因

此式（9）中的向量 y ( τ )维数为 ( 2N + p )×1，而系

统的无量纲质量矩阵M、阻尼矩阵 C以及刚度矩

阵K的维数均为 ( 2N + p )×( 2N + p )。
对于不同的电路形式，系统无量纲刚度矩阵

K的电路刚度矩阵子块 K e、机电耦合刚度矩阵子

块Kme和K em的形式不同，两种非周期压电模型的

具体形式如下：

1）非周期压电分支电路模型

对于具有非周期压电分支电路的叶盘结构，

系统无量纲刚度矩阵 K的电路刚度矩阵子块 K e

表达式为

K e = Bcirc ( γ s,γ s,⋯,γ s ) （28）
机电耦合刚度矩阵子块Kme以及K em中，对应

设置压电片的 p 个扇区组成 p× p 矩阵
~
K me 和

~
K em，按式（29）赋值，其余项均为 0，最后得到的

Kme 维数为 2N × p，K em 维数为 p× 2N，且 Kme =
K Τ
em。

~
K me ( p× p )= ~K

T
em ( p× p )=

Bcirc (-γ e,0,⋯,0 ) （29）
2）非周期压电网络电路模型

对于具有非周期压电网络的叶盘结构，系统

无量纲刚度矩阵 K的电路刚度矩阵子块 K e表达

式为

K e = Bcirc ( K d
e,K r

e,K r
e,⋯,K r

e ) （30）
其中矩阵子块表达式为

K d
e =

p- 1
p

γ s （31）

K r
e =-

1
p
γ s （32）

机电耦合刚度矩阵的组集方式与非周期压电

分支电路模型类似，非周期压电网络模型的刚度

矩阵子块 Kme以及 K em中，对应设置压电片的 p个

扇区组成 p× p矩阵
~
K em和

~
K me，按式（33）赋值，其

余项均为 0，最后得到的 Kme 维数为 2N × p，K em

维数为 p× 2N，且Kme = K Τ
em。

~
K em =

~
K

T
em em = Bcirc ( K d

em,K r
em,K r

em,⋯,K r
em )
（33）

其中矩阵子块为

K d
em =

1- p
p

γ e （34）

K r
em =

1
p
γ e （35）

3 失谐叶盘结构响应放大

为了模拟整体叶盘结构在实际中的失谐情

况，可假设叶盘结构系统的失谐量发生在叶片的

刚度项。将叶片的无量纲失谐矩阵 ΔK引入机电

耦合系统的动力学方程（式（9））中可得失谐机电

耦合系统的动力学方程为

λ2My″( τ )+ λCy ′( τ )+( K+ΔK ) y ( τ )= g ( τ )
（36）

叶片刚度的无量纲失谐矩阵的形式为

ΔK= é
ë
ê

ù
û
ú

ΔKm 0
0 0

（37）

其中失谐矩阵子块 ΔKm可以表示为
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ΔKm = Bdiag ( ΔKm,1,ΔKm,2,ΔKm,3,⋯,ΔKm,N )（38）
式中矩阵子块的具体形式为

ΔKm,j= ( )δγb -δγb
-δγb δγb

（39）

其中 δγb为叶片刚度失谐量。

叶盘结构扇区所受的激振力可以表示为

g j ( τ )=[ gb1 ( τ ),gd1 ( τ ),0 ]T ⊗ ei( j- 1)⋅ ne ⋅ θ（40）
其中 [ gb1 ( τ ),gd1 ( τ ),0 ]T 为参考扇区所受的激振

力向量，⊗表示克罗内克积，i表示虚数单位，θ=
2π/N为叶盘结构的叶尖相位角，n e为发动机激励

阶次。从式（40）中可以看出，叶盘结构不同扇区

所受的激振力具有相同的幅值，只是相差一个相

位差，而这个相位差由参数 n e决定。当 n e为整数

时，激振力为单一节径成分的阶次激励，而当 n e
为非整数时，可以用来模拟复合节径成分的情况。

一组典型的随机失谐模式如图 5所示，不同

叶片的失谐强度符合正态分布，失谐强度均值为

零，失谐标准差为 5%。当叶盘结构所受的激励

阶次 E为 4的时候，在该组失谐强度下，叶盘结构

不同扇区叶片的响应瀑布图如图 6所示。可见，

失谐叶盘不同扇区的叶片响应幅值不像谐调叶盘

那样各扇区相同。

本文中无量纲参数取值如表 1所示。

4 振动能量的分布

4. 1 能量均匀化因子定义

叶盘结构失谐后，只有一两个叶片的振动位

移较大，而其他叶片的振动位移相对较小，从而使

得振动能量大部分集中在这一两个叶片上，也就

是所谓的能量集中现象。以往的研究 [22‑23]大多用

响应放大因子来描述叶片响应放大的程度。响应

放大因子的定义是：失谐叶盘最大响应与相应谐

调叶盘的响应之比,对应的数学表达式为

Amf =
max ( Amistuned )

A tuned
（41）

通过响应放大因子，可以看到由失谐引起的

响应放大的程度，但是不能了解振动能量均匀化

的程度，因此还需要对连接非周期压电电路后的

叶盘结构振动能量分布的调节效果进行评估。为

了描述失谐叶盘系统能量均匀化的程度，应该对

叶片的振动能量进行计算，并研究叶片振动能量

的分布形式，分析振动能量最大的叶片能量与所

有叶片平均振动能量的比例关系，从而实现对整

体失谐叶盘系统能量均匀化程度的量化描述。为

此本文定义一个能量均匀化因子，用以描述失谐

叶盘结构能量均匀化的程度，且为了跟概率论与

数理统计中的样本标准差相类比，公式取开方的

形式，其值均在 1上下波动，具有类似均一化的效

果，便于比较分析。本文采用的集中参数模型可

以对叶片自由度的位移响应进行计算，而叶片的

振动能量与叶片位移的平方成正比。因此定义能

量均匀化因子如下：

H = Emax -
-E

-E
（42）

图 5 一组失谐模式

Fig.5 Mistuned mode

图 6 失谐叶盘叶片响应瀑布图

Fig.6 Blade response waterfall diagram of mistuned bladed‑disk

表 1 叶盘结构系统无量纲参数取值

Table 1 Values of dimensionless parameters of
the bladed⁃disk structure

参数

N

δm

γd

γoc

数值

24

50

1. 1

0. 05γd

参数

γ c

γ s

ξ cb

ξ cd

数值

35

1

0. 005

0. 01
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其中 Emax = || xmax 2
为最大振幅叶片对应的振动能

量；
-E = ∑

i= 1

N

|| xi 2 N为所有叶片振动能量的平均

值。该参数描述的是叶盘结构中最大的叶片振动

能量与所有叶片的平均振动能量之间的相对比

例，H的值越小说明均匀化程度越高，失谐的程度

也就越小，而谐调叶盘系统的H值为 0。
4. 2 响应计算和均匀化效果分析

在图 5所示的特定失谐模式下，当发动机激

励阶次 n e为 4时，分别计算具有双周期压电网络、

非周期压电分支以及非周期压电网络的失谐叶盘

的响应放大因子和能量均匀化因子，并和断路状

态的情况作对比分析，以便得到 4种情况的振动

局部化抑制效果。为此，需首先计算 24个“扇区”

对应叶片自由度的最大响应。在计算中，所有电

路中的电阻值和电感值按照参考文献 [23]中所述

的减振最优电阻和最优电感计算方法取值，当激

励阶次为 4时，无量纲电阻 δR= 0.023,无量纲电

感 δL= 1.473。关于电阻和电感对能量均匀化效

果的影响将在文中第 4.3节进行分析。

非周期压电系统的响应计算流程如图 7所示。

在上述失谐模式下（如图 5所示），求解得到

失谐叶盘断路时 24个“扇区”对应叶片自由度的

最大响应扫频曲线，如图 8所示，其中共有 24条
曲线，对应 24个扇区的叶片最大频率响应。取每

个叶片的最大值画出柱状图，如图 9所示。

为了方便构造非周期压电系统模型,在图 9中
标记数字①~作为叶片序号。由图 9中的叶盘

结构断路时的响应可以看出，叶片号为⑪的叶片

响应幅值最大，叶片号为⑫的叶片响应幅值最小。

叶片响应从大到小排序为：⑪>⑧>⑯>⑭>
>⑤>⑳>⑩>④>>②>⑬>…>>
③>>⑱>⑮>⑫。下面分别考虑压电片数为

2、3、4、6、8、12的 6种情况；压电片的布置形式如

表 2所示。

图 7 非周期压电系统的响应计算流程图

Fig.7 Response calculation process of aperiodic
piezoelectric system

图 8 失谐叶盘断路时叶片响应扫频图

Fig.8 Blade frequency‑sweeping response of mistuned
bladed‑disk with open circiuts

图 9 失谐叶盘断路时叶片最大响应图

Fig.9 Maximum response of mistuned bladed‑disk with
open circiut

表 2 3种压电模型压电片布置形式表

Table 2 Piezoelectric patch connection mode of three kinds of piezoelectric models

模型

双周期压电网络

非周期压电分支

非周期压电网络

p= 2

①⑬

⑪⑧

⑪⑫

p= 3

①⑨⑰

⑪⑧⑯

⑪⑧⑫

p= 4

①⑦⑬⑲

⑪⑧⑯⑭

⑪⑧⑫⑮

p= 6

①⑤⑨⑬⑰

⑪⑧⑯⑭⑤

⑪⑧⑯⑫⑮⑱

p= 8

①④⑦⑩⑬⑯⑲

⑪⑧⑯⑭⑤⑳⑩

⑪⑧⑯⑭⑫⑮⑱

p= 12

①③⑤⑦⑨⑪⑬⑮⑰⑲

⑪⑧⑯⑭⑤⑳⑩④②⑬

⑪⑧⑯⑭⑤⑫⑮⑱③
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对应这 6种情况的响应放大因子和能量均匀

化因子分别示于图 10~图 15中，其中横坐标的 1、
2、3、4分别对应断路状态、双周期压电网络、非周

期压电分支和非周期压电网络 4种模型。为了更

直观地进行比较，将 6种压电片模式 4种模型下所

有的响应放大因子和能量均匀化因子对比曲线放

在图 16中。

由图 10~图 15的图（a）可见，不管是双周期

压电网络系统还是非周期压电系统都有一定的响

应放大抑制效果，其中非周期压电分支系统在响

图 12 压电片数为 4时 4种模型的响应放大因子和能量均匀化因子

Fig.12 Response magnification factor and energy homogenization factor of four models when the number of piezoelectric
patches is 4

图 10 压电片数为 2时 4种模型的响应放大因子和能量均匀化因子

Fig.10 Response magnification factor and energy homogenization factor of four models when the number of piezoelectric
patches is 2

图 11 压电片数为 3时 4种模型的响应放大因子和能量均匀化因子

Fig.11 Response magnification factor and energy homogenization factor of four models when the number of piezoelectric
patches is 3
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应放大抑制方面具有非常明显的优势；但只由叶

片响应放大因子无法直观看出均匀化的程度，而

由图 10~图 15的图（b）则可以清楚地看出均匀化

的效果。

图 16（a）则可以清晰地看到 4种情况下的响

应放大因子对比结果，双周期压电网络和非周期

压电网络的响应放大因子几乎相同，也就是说响

应放大抑制效果相近；图 16（b）则可以看出非周

期压电系统的振动局部化抑制效果多数情况下都

优于双周期压电网络系统；非周期压电分支系统

图 14 压电片数为 8时 4种模型的响应放大因子和能量均匀化因子

Fig.14 Response magnification factor and energy homogenization factor of four models when the number of piezoelectric
patches is 8

图 15 压电片数为 12时 4种模型的响应放大因子和能量均匀化因子

Fig.15 Response magnification factor and energy homogenization factor of four models when the number of piezoelectric
patches is 12

图 13 压电片数为 6时 4种模型的响应放大因子和能量均匀化因子

Fig.13 Response magnification factor and energy homogenization factor of four models when the number of piezoelectric
patches is 6
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几乎在每一种模式都能达到较好的响应放大抑制

效果和振动局部化抑制效果，甚至可以只用 2个
压电片就能达到双周期压电网络的效果；p=
2,3,6时，非周期压电网络系统可以得到比非周

期压电分支系统和双周期压电网络系统更好的振

动局部化抑制效果。

上述结果表明，只在部分扇区贴有压电片，并

且不一定按照周期的模式设置，按照能量集中的

程度不同连接而成的非周期压电系统具有更好的

振动局部化抑制效果。

4. 3 电学元件作用分析

既然失谐叶盘振动局部化的本质是能量集

中，非周期压电系统搭建的目的是使能量均匀

化，而不是通过电阻元件消耗能量，那么当电阻

不在其减振最优值时，去局部化效果是否发生改

变也是值得深入研究的。电感是储能元件，它对

于去局部化效果的影响同样需要深入分析和

研究。

图 17为断路状态、双周期压电网络、非周期

压电分支和非周期压电网络 4种情况能量均匀化

因子随电阻值的变化曲线（无量纲电感值 δL=
1.473）。由图 17可见，当电阻为零时，两种非周

期压电系统的能量均匀化因子最小，随着电阻值

的增大，4种情况下的能量局部化因子逐渐趋于

一致，不再随电阻值增大而增大。这说明在非周

期压电系统形式的构造中，电阻不再是关键因素，

而主要是通过电路形式改变整个叶盘结构中的能

量分配情况。电阻值越大，反而使得均匀化程度

降低。

图 18为无量纲电阻取为零时上述 4种情况能

量均匀化因子随电感值的变化曲线。可见，非周

期压电分支系统和非周期压电网络系统都存在最

优电感值，而且电感值对分支电路的影响更为明

显。在最优电感 δL= 1.473附近，能量均匀化因

子达到最小值，但是此时压电耦合系统对电感值

非常敏感，不容易调谐，这也是 RL型电路的劣势

所在。结果说明，在非周期压电系统的电路设计

中，电感仍然是关键因素，并且存在最优值；它对

于整个系统能量的分配起到至关重要的作用。

图 17 4种模型能量均匀化因子随电阻值的变化曲线

Fig.17 Change curves of energy homogenization factor
with resistance of four models

图 18 4种模型能量均匀化因子随电感值的变化曲线

Fig.18 Change curves of energy homogenization factor
with inductance of four models

图 16 4种模型的响应放大因子和能量均匀化因子对比

Fig.16 Comparison of response magnification factor and energy homogenization factor of the four models
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5 实验验证

本文研究的最终目的是将非周期压电阻尼技

术应用在叶盘结构的减振上，在前期研究的基础

上开发新的电路形式，比如构建非周期同步开关

压电网络，让所有的叶片共享一个开关，最终实现

简单控制，针对这些目的同项目组的研究人员已

经进行了相关前期研究 [20，27]。而本文主要是基于

理论研究，首先提出两个叶片连接一个压电网络

的想法，用两个梁代表两个叶片完成简单的实验

验证（对应上文 p= 2的情况），然后下一步进行

叶盘的相关研究。

课题组针对以上目的，加工了两个几何参数

完全相同的悬臂梁，购买了 4个具有相同尺寸和

电学参数的压电片，对带有压电网络的机电耦合

系统的减振效果进行了简单的实验验证。每根悬

臂梁的参数如表 3所示，压电片的参数如表 4所
示，实验系统示意图如图 19所示，双梁实物图如

图 20所示，测试系统如图 21所示。粘贴在两个

悬臂梁上表面的两个压电片用来连接电阻电感形

成电路网络；粘贴在两个悬臂梁下表面的压电片

用作位移传感器以检测位移信号。两个悬臂梁自

由端分别由一个电磁激振器对其施加正弦激振

力，两个激振力之间的相位差可以通过信号发生

器进行调节。

5. 1 开路工况测试

当两根悬臂梁之间不连接任何电路时，首先

分别对它们进行稳态响应测试。当激励频率从 0
Hz缓慢变化到 400 Hz时，两根悬臂梁的扫频瀑布

图如图 22所示。由图可以看出，1号梁的前两阶

共振频率分别为 50 Hz和 280 Hz，2号梁的前两阶

共振频率分别为 50 Hz和 281 Hz，所以可以近似

认为两根梁是完全相同的。

表 3 悬臂梁参数

Table 3 Parameters of beams

参数

长度/mm

宽度/mm

厚度/mm

弹性模量/GPa

泊松比

密度/（kg/m3）

数值

200

50

2

70

0. 33

2 700

表 4 压电片参数

Table 4 Parameters of piezoelectric patches

参数

长度/mm

宽度/mm

厚度/mm

弹性模量/GPa

密度/（kg/m3）

力因子/10-4（N/V）

本征电容/nF

数值

43

35

0. 5

66

7 650

1. 27

20

图 19 带有非周期压电网络的双梁系统结构示意图

Fig.19 Structural diagram of double beam system with
aperiodic piezoelectric network

图 20 双梁系统实物图

Fig.20 Picture of double beam system

图 21 测试系统

Fig.21 Setup of experiment system
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对两个梁施加频率相同（50 Hz，对应梁的第

一阶共振频率）、相位相同而幅值不同的正弦激

励，得到两个梁开路时的响应如图 23所示。

5. 2 连接压电网络的双梁系统振动控制实验

将两个梁上面两个压电片的正极与 RL电路

串联，负极与负极连接在一起并接地，构成压电网

络的形式。

这里是针对结构相同但振动位移不同的情况

提出的一种振动控制方法。对于结构完全相同的

双梁系统，首先采用保持两个梁激振力频率（50
Hz）和相位相同、通过调节两个激振力幅值的方

法实现两根梁的差异振动。保持与前面开路状态

时相同的激励条件，在两个激励频率均为 50 Hz
且相位差设为 0o时，两个梁的位移响应曲线如图

24所示。

由图 23和图 24可见，连接压电网络后两个

梁的最大位移响应都有变化，1号梁由 0.56 mm

变为 0.32 mm，稳态位移幅值有很大程度的降低；

2号梁由 0.18 mm变为 0.29 mm，稳态幅值反而有

所增加。据式（42）分别计算开路状态和连接压

电网络时两个叶片的能量均匀化因子，分别为

0.73和 0.03。可见，连接压电网络后，两个梁的位

移趋近相同，均匀化程度提高，接近振幅相同，也

就是说压电网络的引入在两个梁之间形成了一个

能量通道，可以起到一定的能量传递作用，使得两

个梁的最大位移响应趋近于一致，这也从一定程

度上验证了前面的仿真结果。

正如在前言中所说，本文的最终目的是在叶

盘上使用非周期压电网络，通过较少的电路元件

在不同扇区间建立一个通道，在减振的同时还能

达到失谐叶盘能量均匀化的目的。作者所在的实

验室已经在尝试模拟行波激励下叶盘的真实振

动 [21]，如图 25所示。但是由于篇幅和时间限制，

更进一步的实验将在下一篇文章中详细论述。

图 22 扫频瀑布图

Fig.22 Waterfall of sweeping frequency

图 23 开路状态两个梁的稳态位移响应

Fig.23 Steady displacement response of two beams in
open circuit state

图 24 连接压电网络的两个梁的稳态位移响应

Fig.24 Steady displacement response of two beams with
piezoelectric network
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6 结 论

本文利用单扇区二自由度集中参数模型对

具有非周期压电阻尼的失谐叶盘结构动力学特

性进行了深入研究，基于是否可以用更少的压电

片就能达到较好的振动局部化抑制效果这一目

的构建了非周期压电分支模型和非周期压电网

络模型，并定义了能量均匀化因子，用其评估失

谐叶盘在不同情况下的能量均匀化水平；然后从

响应水平和能量均匀化程度两方面与具有同等

数量压电片的双周期压电网络系统进行了对比

分析，得到了断路状态和上述 3种压电模型的振

动局部化抑制效果，并作了简单的实验验证。具

体结论如下：①与双周期压电网络系统相比，只

在部分扇区贴有压电片，按照能量集中的程度不

同连接而成的非周期压电系统具有更好的振动局

部化抑制效果；②失谐叶盘振动局部化的本质是

能量集中，因此在非周期压电系统形式的构造中，

电阻不再是关键因素，而主要是通过电路形式改

变整个叶盘结构中的能量分配情况，电感作为储

能元件在其中至关重要；③实验中通过在振动不

同的叶片之间连接压电网络，可以形成一个能量

通道，使得两个叶片的最大位移响应趋于一致，验

证了提出的能量均匀化因子的有效性。

本文提出的方法是一种针对航空发动机整体

失谐叶盘结构振动能量局部化问题的新型技术，

这为压电材料在航空发动机叶盘结构振动局部化

抑制中的应用提供了更好的经济性和可行性理论

依据。
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